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Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Beth, E. W.: Exakt-wissenschaftliche Philosophie in den Niederlanden, Nieuw 
Tijdschr. Wiskunde 35, 100—104 (1947) [Holländisch]. 

Rückblick auf die holländischen Veröffentlichungen zur Grundlegung der 
‚exakten Wissenschaften aus den Jahren 1903—1947. Bachmann (Berlin). 

Weizsäcker, €. v.: Das Experiment. Studium gen., Berlin 1, 3—9 (1947). 

Eine philosophische Betrachtung des Experimentes, mit besonderer Beziehung 
auf die atomphysikalischen Aporien. Der Gedankengang ist scharf in fünf Schritte 
gegliedert: 1. Die Begegnung von Subjekt und Objekt im Experiment, 2. Das Objekt 
in der Physik, 3. Der geschichtliche Ort des Subjekts (mit einer Erhellung der schick- 
salshaften Sendung und geistigen Struktur Descartes, durch eine geschichtsphilo- 
sophische Betrachtung von ungewöhnlicher Tiefe, Originalität und Evidenz), 4. Gei- 
steswissenschaft und Biologie (Zur Invasion der physikalischen Methoden in die 
Bereiche der Geisteswissenschaften und in die Biologie. Über den Sinn und die 
Grenzen der Geschichtlichkeit der Naturvorgänge. Über die Problematik des Ex- 
perimentierens am lebendigen Objekt), 5. Grundsätzliches (Das Experiment als Aus- 
übung von Macht im Dienst der Erkenntnis und als Anwendung von Erkenntnis 
im Dienste der Macht). Es ist zu wünschen, daß es durch diese Andeutungen gelungen 
ist, das Urteil des Ref. zu unterbauen, daß ihm keine Betrachtung des Experimentes 
bekannt ist, die in Ansehung ihrer gedanklichen Schärfe, ihrer Horizonte und Hinter- 
gründe mit dieser verglichen werden kann. Heinrich Scholz (Münster). 


Fraenkel, Abraham A.: The recent controversies about the foundation of mathe- 
maties. Scripta math., New York 13, 17—36 (1947). 

Verf. gibt einen Überblick über die Entstehung und den Verlauf der gegen- 
wärtigen Grundlagenkrise in der Mathematik. Die ursprüngliche Ansicht von 
Weyl in seiner Schrift über das Kontinuum und die der Halbintuitionisten (Poin- 
car&, Borel, Baire, Lebesgue) wird dargelegt, ferner die Hauptgedanken der 
neo-intuitionistischen Schule von Brouwer (Existenz in der Mathematik=Kon- 
struierbarkeit) und die dadurch entstehende Einschränkung der Mathematik. Dem 
wird gegenübergestellt der Logizismus Russells (Mathematik ist ein Teil der Logik); 
dessen Leistungen (Logische Definition der Zahl; Typentheorie) und Schwächen 
(Axiom der Reduzibilität) werden kurz charakterisiert. Als letztes werden die axio- 
matische und metamathematische Methode Hilberts und die Schwierigkeiten, die 
hier infolge des Gödelschen Unvollständigkeitstheorems entstehen, besprochen. Verf. 
kommt zum Schluß, daß keine der drei Richtungen imstande ist, den Abgrund zwischen 
den ganzen Zahlen und dem Kontinuum der reellen Zahlen zu überbrücken, und daß, 
wenn man nicht die klassische Mathematik aufgeben will, kein anderer Weg möglich 
ist, als auf die Konstruierbarkeit des Kontinuums zu verzichten und es als durch 
eine ursprüngliche Anschauung gegeben anzunehmen, aus der die es hinreichend 
beschreibenden Axiome entnommen werden können. Ackermann. 

e Cavailles, J.: Sur la logique et la theorie de la science. Paris: Les Presses 
Universitaires de France. 1947. 

Drei Abhandlungen zur Erhellung des Charakters und der Aporien der Logik, 
mit besonderer Beziehung auf ihre Funktion in den (exakten) Wissenschaften, 
unter der Form von Diskussionen, die im wesentlichen beschränkt sind 1. auf Kant 
und Bolzano, 2. auf Carnap und Tarski, 3. auf Husserl. — Die Abhandlungen 
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sind während des Krieges zum größten Teil im Gefängnis verfaßt worden, als Vor- 
studien zu einem „Traite de logique‘, der nicht über diese Anfänge hinausgekommen 
ist. Verf. ist ein Opfer seiner aktivierten Vaterlandsliebe geworden. Formulierbare 
Resultate hat er in diesen Studien noch nicht vorlegen können. Aus seinen gründ- 
lichen aufschlußreichen früheren Studien zu den Grundlagen und Aporien der Men- 
genlehre ist zu schließen, daß diese Resultate in dem geplanten Werk nicht gefehlt 
haben würden. Heinrich Scholz (Münster). 
Lukasiewiez, Jan: The shortest axiom of the implieational ealeulus of propositions. i 
Proc. Irish Acad. A 52, 25—33 (1948). 4 
Tarski hat als erster gezeigt [J. Lukasiewiez u. A. Tarski, Untersuchungen 
über den Aussagenkalkül, C. r. Soe. Sci. Lett. Varsovie, Cl. TII, 23, 30-50 (1930)], wie” | 
man für den Aussagenkalkülin der Implikation als einzigem Funktor ein einziges Axiom 
konstruieren kann, aus dem mit Hilfe von Einsetzungen und Abtrennungen alle identi- 
schen Implikationen abgeleitet werden können. Das erste so gewonnene Axiom war 
sehr lang. Durch Variierung der Tarskischen Methode ist es J. Lukasiewiez und 
M.Wajsberg gelungen, immer kürzere Axiome dieser Art anzugeben. 1937 hat dann 
J.Lukasiewiez (W obronie logistyki. Studia Gnesnensia XV. Proznan 1937, p. 11) 
ohne Beweis behauptet, daß CC CO’ pqrCCrpÜ sp ein kürzestes derartiges Axiom ist. 
— In der jetzigen Arbeit gibt er nun den bisher nicht veröffentlichten Beweis an. Den 
Vollständigkeitsbeweis führt er, indem er aus dem obigen einzigen Axiom die als 
vollständig bekannten drei Tarski-Bernaysschen Axiome: CpCgp, CCCpgpp, 
CC'pqCCgrCCpr ableitet. Diese Ableitung ist sicher eine der schwierigsten, dieesim 
Aussagenkalkül überhaupt gibt. Besondere Schwierigkeiten bereitet die Ableitung des 


Kettenschlußsatzes. Um das Auffinden einer derartigen Ableitung verständlich zu 
machen, gibt Verf. ein Theorem an, das er vor der Aufstellung dieser Ableitung kannte 
und das auch als selbständiges Theorem Interesse besitzt. Ist xein Ausdruck, der so R 
beschaffen ist, daß CC’ pga und CxCCgqrCpr aussagenlogische Identitäten sind, soist 
aus diesen beiden Ausdrücken allein der Kettenschlußsatz ableitbar. Also genügt es, 
zwei derartige Ausdrücke aus dem kürzesten Axiom von EL. abzuleiten. Der Beweis 
dafür, daß das obige Axiom ein kürzestes Axiom ist, wird vom Verf. durch systema- 
tisches Probieren geführt. Zunächst ist klar, daß als Axiome nur Identitäten in 
Frage kommen. Die Ausdrücke in der Symbolik von L. bestehen nun stets aus einer 
ungeraden Anzahl von Zeichen. Ferner gilt, daß, wenn H ein Axiom ist, auch CxH ein 
Axiom ist, falls x eine Variable ist, die in HZ nicht vorkommt. Da das Axiom vonE. 
aus 13 Zeichen besteht, so genügt es also, zu zeigen, daß es keinen Ausdruck aus 
11 Zeichen gibt, der als einziges Axiom gewählt werden kann. Nun können die Aus- 
drücke aus 11 Zeichen, die durch Einsetzung aus kürzeren Identitäten hervorgehen, 
unberücksichtigt bleiben. Und ebenso braucht man keine Identität aus 11 Zeichen 
zu berücksichtigen, die durch Identifizierung gewisser Variablen aus einer anderen 
erhalten werden kann, Beachtet man all dies, so bleiben nur insgesamt 92 Identi- 
täten mit 11 Zeichen zu berücksichtigen. Diese Identitäten zerfallen nun in drei 
Klassen. Die erste Klasse besteht aus 64 positiv-identischen Ausdrücken. Daß 
keiner von ihnen einziges Axiom sein kann, ist bekannt. Die zweite Klasse besteht 
aus 24 Ausdrücken, die sich sämtlich aus C’pCgp, CpCCpgg, CCpqCCCprgg, 
CCpCgr&llgrsCps ableiten lassen. Mit Hilfe einer normalen Matrix wird ge- 
zeigt, daß aus diesen das kürzeste Axiom von £. nicht ableitbar ist. Ähnlich wird 
für die restlichen 4 Identitäten der dritten Klasse gezeigt, daß das Axiom von &. 
von ihnen unabhängig ist. — Nach einer Notiz des Verf. hat J. Slupecki einen an- 
deren Beweis gefunden, der nicht auf systematischem Probieren beruht, sondern 
auf allgemeinen Theoremen. Der Beweis von Slupecki ist noch nicht veröffentlicht. 
— Es bleibt die Frage offen, ob es mehrere kürzeste Axiome mit 13 Zeichen gibt 
oder ob das Axiom von L. das einzige kürzeste Axiom für den Implikationskalkül ist. 
Karl Schröter (Berlin). 
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Sesmat, A. et V. Lalan: Equations dans le corps de Boole et relations entre 
propositions. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1043—1045 (1947). 

Setzt man die eigentlichen Booleschen Funktionen (Polynome) a(p,g) des 
freien Booleschen Ringes mit zwei erzeugenden Variablen p und q gleich dem Wert 
1€B(B bedeutet den Körper aus nur zwei Elementen, 0 und 1), so entstehen 14 
verschiedene Gleichungen a = 1im Körper B; 6davon, d. h. die Elementaren a, =1 
(@=1, 2,3, 4) und die beiden: a,a, = 1, a,a, — 1 drücken echte Relationen zwischen 
p und q aus. Man kann sie nach q auflösen. Bedeuten p(x) und g(x) Aussagen- 
funktionen, so bedeutet „—“ eine Identität in bezug auf x und die 6 Gleichungen 
(Identitäten) sind mit universellen Relationen äquivalent. Die entsprechenden Un- 
gleichungen, d.h. Negationen der Identitäten, sind äquivalent mit Existenzrela- 
tionen. Die Identitäten, die man durch Auflösung der Gleichungen nach q bekommt, 
interpretieren Verff. auch logistisch. D. A. Kappos (Erlangen). 

Sesmat, A. et V. Lalan: Elimiration dans le corps de Bcole et syllogisme. C. r. 
Acad. Sei., Paris 224, 1411—1413 (1947). 

Das Problem der Elimination von g zwischen f(p, qg) = O und g(q, r) = 0 — wobei 
P, 9, r nicht konstante Funktionen von x € E (E beliebige Menge) mit dem Körper B 
aus nur zwei Elementen, 0 und 1, als Wertebereich bedeuten — führt zu der Unter- 
suchung der 16 verschiedenen Paare von elementaren Gleichungen (s. vorsteh. Refe- 
rat): a(p,g)=1,a(,r)=1(i,k=1,2,3,4) zurück. Dies Problem kann man 
durch Hinzufügung der entsprechenden elementaren Ungleichungen erweitern. Man 
hat dann 64 verschiedene Paare. Verff. untersuchen sie und bestimmen die durch El- 
mination von g resultierende Relation, Gleichung oder Ungleichung. In 32 Fällen 
existiert diese Relation nicht. Dieses Problem interpretieren Verff. dann logistisch, 
um eine Definition des Schlusses eines Syllogismus zu liefern. Die 64 Fälle stellen 
dann Syllogismen dar, von denen nur 32 universelle oder existentielle Schlüsse 
ergeben. D. A. Kappos (Erlangen). 

Kalmär, Läszlö and Jänos Suränyi: On the reduetion of the decision problem IH. 
Gödel prefix, a single binary predicate. J. symbolie Logic 12, 65—73 (1947). 

A.Church hat bekanntlich gezeigt, daß es kein allgemeines (rekursives bzw. 
berechenbares) Entscheidungsverfahren gibt, durch dessen Anwendung für jeden 
beliebig vorgelegten Ausdruck des Prädikatenkalküls der ersten Stufe entschieden 
werden kann, ob er allgemeingültig (bzw. erfüllbar) ist oder nicht. Trotzdem ergibt 
sich mit Hilfe des Gödelschen (eigentlich Löwenheimschen) Vollständigkeitssatzes, 
daß es zu jedem Ausdruck des PK der ersten Stufe ein Entscheidungsverfahren 
geben muß. Die Untersuchungen zum Entscheidungsproblem gehen deshalb stets 
in zwei Richtungen. 1. Man versucht für möglichst viele Klassen von Ausdrücken 
ein Entscheidungsverfahren zu entwickeln. 2. Man versucht das allgemeine Ent- 
scheidungsverfahren auf Ausdrücke von möglichst einfacher Struktur zu redu- 
zieren. — Die schärfsten bisher bekannten derartigen Reduktionssätze stammen in 
der Hauptsache von L.Kalmär. Er hat als neuesten Satz im 4. Band des ‚Journal 
of Symbolie Logic“, S. 1—9 (1939) [dies. Zbl.20, 195], gezeigt, daß es zu jedem Aus- 
druck des PK der ersten Stufe einen erfüllbarkeitsgleichen der Form 

(E x.) (23) (E x;) (24) r; (2,) H (2 NEE) %,) 
gibt, weder Kern H ein quantifikatorenfreier Ausdruck ist, in dem nur die Indi- 
viduenvariablen x}, ... ..x, und außer einer einzigen zweistelligen Prädikatenvariablen 
keine weiteren Prädikatenvariablen (auch keine einstelligen) vorkommen. Dieser 
Satz ist gine Verschärfung eines Satzes von Ackermann, der gezeigt hatte, daß es 
zu jedem Ausdruck einen erfüllbarkeitsgleichen mit dem obigen Präfix gibt, wobei 
der Kern jedoch beliebig viele Prädikatenvariablen (auch drei- und mehrstellige) 
enthalten kann. — In der vorliegenden Arbeit geben Verff. eine ähnliche. Ver- 
schärfung für ein Gödelsches Resultat an. Nach Gödel gibt es nämlich zu 
7x 
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jedem Ausdruck des PK der ersten Stufe einen erfüllbarkeitsgleichen der Fo 
(2) (23) (23) (Ex,) Es (Ex,) H(z,, a üg. z,), z ie 4 
wo H ein quantifikatorenfreier Ausdruck ist, in dem nur die Individuenvariablen | 
&:. ,%, vorkommen; über die vorkommenden Prädikatenvariablen ist jedoch 
wieder keine Einschränkung gemacht. Auf Grund der vorliegenden Arbeit kann man 
sich auch in diesem Fall beim Kern H auf Ausdrücke beschränken, in denen außer 
einer einzigen zweistelligen Prädikatenvariablen überhaupt keine weiteren Prä ie | 
katenvariablen vorkommen. — Die genannten Verschärfungen lassen sich nicht ohne 
weiteres mit den Methoden von Ackermann bzw. Gödel erhalten. Mit der Gödel- 
schen Methode gelingt es zwar noch, zu zeigen, daß es zu jedem Ausdruck einen er- 
füllbarkeitsgleichen der obigen Form gibt, dessen Kern nur zweistellige Prädikaten- 
variablen enthält. Diese Ausschaltung der nicht zweistelligen Prädikatenvariablen 
gelingt nach der Gödelschen Methode in sehr vielen Fällen unter Erhaltung des 
Präfixes. Die Reduktion auf eine einzige zweistellige Prädikatenvariable ist die von 
den Verff. für die zwei oben angegebenen Präfixklassen entwickelte Verschärfung. — 
Mit diesen Verschärfungen sind die Reduktionssätze für diese Präfixklassen zu 
einem Abschluß gebracht, da sich zeigen läßt, daß für die angegebenen Fälle weder 
‚die Präfixe noch die Kerne im allgemeinen Fall sich erfüllbarkeitsgleich weiter redu-” 


zieren lassen. K. Schröter (Berlin). 
Wang, Hao: A note on Quine’s prineiples of quantifieation. J. symbolie Logie 12, N 
130—132 (1947). 


Quine hat seine Theorie der Quantifizierung (W. V. Quine, Mathematical j 
logic. New York 1940. 2nd ed. Cambridge, Mass. 1947) auf 6 Regeln aufgebaut. G. D. r 
W. Berry [J. Symbolie. Logie 6, 23—27 (1941); dies. Zbl. 26, 244] hat gezeigt, daß 
eine dieser Regeln entbehrlich ist, wenn man die Quinesche Definition der Abge- 
schlossenheit etwas abändert. In der vorliegenden Note zeigt der Verf. unter Benut- 
zung des Resultates von Berry, daß die Quineschen Regeln sogar durch vier ab- 
geänderte Regeln ersetzt werden können. Er bemerkt selbst, daß diese Reduktion 
nur ermöglicht ist durch Verstärkung einer der Quineschen Regeln. Schröter. 
Mostowski, Andrzej: On absolute properties of relations. J. symbolie Logie 12, 
33—42 (1947). | 

Losei eine 3-sortige Sprache der Mengenlehre (Individuen, Mengen von Individuen, 
Mengen von Mengen 1. Art; für alle Sorten freie und gebundene Variablen). Diese 
Festlegung ist nicht wesentlich, sondern nur im Interesse einer einfachen Darstellung 
gewählt. L geht aus L, durch Hinzunahme von Symbolen für Relationen zwischen 
Individuen hervor. Jeder Ausdruck, in dem wenigstens ein Relationssymbol, aber 
keine freie Variable vorkommt, definiert eine Eigenschaft von Relationen, wenn die j 
Bezugsbereiche A, X, x der 3 Variablensorten vorgegeben sind. Es werden Eigen- 
schaften von Relationen betrachtet, die sich als endliche oder abzählbar unendliche 
Konjunktion von durch Ausdrücke aus L definierten Eigenschaften darstellen lassen. 
Dabei bleibt die Zahl der Relationssymbole beschränkt (effektiv <2). A wird als 
abzählbar unendlich vorausgesetzt. (A, WU, &) heißt absolutes Modell, wenn X aus 
allen Teilmengen von A, x aus allen Teilmengen von X besteht. A sei ein Axiomen- 
system in Z, ohne freie Variablen, das 1. durch das absolute Modell erfüllt wird und 
2. das Extensionalitätsaxiom (X, Y, &) {(x) [xeX =xze/]D[XeX= YeX]} ent- 
hält. A hat Modelle, die sich vom absoluten Modell wesentlich unterscheiden (z. B. 
können nach dem Satz von Löwenheim-Skolem stets X und x abzählbar gewählt 
werden). Eine Eigenschaft von Relationen heißt absolut (bez. A), wenn ihr Zutreffen 
auf eine beliebige Relation über A nicht von der Wahl des Modells von A abhängt. — 
Die n-stelligen Relationen über A bilden einen topologischen Raum, wenn man festsetzt, 
daß für endliche $ zur S-Umgebung einer Relation R genau diejenigen Relationen R, 
gehören, für welche ,AS=Rn $. Dieser Raum ist homöomorph mit dem Cantor- 
schen Diskontinuum. A sei ein fester Homöomorphismus. Das Hauptergebnis der 
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Arbeit kann dann so ausgedrückt werden. Ist ® eine absolute Eigenschaft, so ist 
die Menge der reellen Zahlen h(R), so daß ®(R), borelsch und zwar höchstens der 
Klasse &. (Entsprechend die Menge (h(R), h(8)), so daß D(R, 8), usw.) Der Beweis 
benutzt entscheidend die Existenz der „Skolemschen‘“ Modelle. Als Anwendung 
ergibt sich, daß z. B. die Eigenschaft einer Relation, Wohlordnung zu sein, und die 
Eigenschaft zweier Relationen, zu einander isomorph zu sein, keine absoluten Eigen- 
schaften sind. — Bemerkungen: die Bedingung (2) für A folgt nicht, wie Verf. an- 
gibt, aus (1). Da überall vorausgesetzt wird, daß A unendlich ist, sollte zusätzlich 
gefordert werden, daß A das Unendlichkeitsaxiom enthält. @. Hasenjaeger. 

Markoff, A.: On the impossibility of eertain algorithms in the theory of associative 
systems. C.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 583—586 (1947). 

Durch Aneinanderreihen endlich vieler Buchstaben eines endlichen Buchstaben- 
vorrates A lassen sich Wörter W bilden (hinzugenommen sei das leere Wort 0). 


Endlich viele Wörter Wi, W/ j=1,...,n) seien vorgegeben. <> sei die engste 
Aquivalenzrelation, für die gilt: 

(1) 0>0, WW; GES. urn) 

(2) Aus V <> W folgt für jedes Wort U: VU<s> WU und UV > UM. 


Das Identitätsproblem (Wortproblem) bzw. Teilbarkeitsproblem ist die 
Frage nach der Existenz eines Algorithmus, der für jedes V und W die Entscheidung 
gestattet, ob V <> W gilt, bzw. ob es ein U gibt, so daß VU <> W zutrifft. 

Verf. skizziert Beweise dafür, daß das Identitätsproblem nicht bei jeder Vorgabe 
der W;, W;' lösbar ist und daß das Teilbarkeitsproblem bei lösbarem Identitäts- 
problem unlösbar sein kann. Die Lösbarkeit wird im Sinne der rekursiven Lös- 
barkeit verstanden. — Nach Post [Amer. J. Math. 65, 197—215 (1943)] gibt es 
eine Buchstabenmenge X, Wörter @, & i=1,...,m), so daß kein Verfahren 
existiert, welches es gestattet, bei beliebig vorgegebenen U und V zu entscheiden, 
ob man V aus U durch endlich viele Übergänge @,W — WG} erhalten kann. Hier- 
aus gewinnt Verf. ein Beispiel für die Unlösbarkeit des Teilbarkeitsproblems dadurch, 
daß er X vermehrt durch die Buchstaben d, f,e,@=1,...,m) und die W, > W; 
realisiert durch: 

eff, , aa; KEW, sd,doGd (i=l,...,m). 

Verf. behauptet, daß man durch Reduktion des Churchschen Unlösbarkeits- 
beweises [Amer. J. Math. 58, 345—363 (1936); dies. Zbl. 14, 98] nach Post (s. o.) 
Wörter 6,6; =1,..., m) erhält, so daß es kein Verfahren gibt zur Entscheidung, 
ob man V aus U gewinnen kann durch endlich viele Übergänge 0,W > WG‘, 
WG GW i=1,...,m). Aus einem Beispiel dieser Art mit der Buchstaben- 
menge A gewinnt er ein Beispiel für die Unlösbarkeit des Identitätsproblems da- 
durch, daß er X vermehrt durch die Buchstaben d, e, @ = 1,..., m) und die W;> W;’ 


_ realisiert durch: 


dG,>de,@, eG, >ae,@, (KEW, d,doGid i=]1,...,m). 
Die rekursive Unlösbarkeit des Identitätsproblems zeigte gleichzeitig Post 


[J. Symb. Logic 12, 1—11 (1947)]. Hermes (Münster i. W.). 
je Algebra und Zahlentheorie. 
Gruppentheorie: 


Szekeres, @.: On a certain class of metabelian groups. Ann. Math., Princeton, 
II. s. 49, 43—52 (1948). 

& sei eine endliche metabelsche Gruppe in additiver Schreibweise, sie enthalte 
einen solchen abelschen Normalteiler X, daß 8 = &/A abelsch ist. ® wird multi- 
plikativ geschrieben. Mit BE®, AE U, B Repräsentant der Nebengruppe ß in © 


wird eine Verknüpfungsoperation 6 A=— B+4A-+ B eingeführt, wodurch die 
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Elemente von ® als Operatoren nach dem „Modul“ A betrachtet werden können. 
Diese Operatorengattung kann durch einen kommutativen Operator-Ring R(B 
der zu einem Polynomring über dem Ring der ganzen Zahlen isomorph ist, au 
drückt werden. Durch Untersuchung der Strukturen der gegenüber den metabels 
schen Gruppen zugänglicheren Operator-Ringe R(®) und durch Aufzählung aller 
möglichen R(®)-Moduln X soll die Aufzählung ausgedehnter Klassen von metabel- 
schen Gruppen erreicht werden. Verf. gibt hierzu folgendes Beispiel: 4 
& sei metabelsch von der Ordnung p* +* m (p Primzahl, (m, p) = 1,h>0,k> 0) | 
und enthalte einen solchen abelschen Normalteiler A der Ordnung p* und vom Typ | 
(P, .. ., p), daß ® = G/U zyklisch von der Ordnung p* m ist. 7 sei eine Erzeugende | 
von ®. Dann ist der Operator-Ring R(®) isomorph mit dem Polynomring P(r) 
über dem Galois-Feld @F(p). Die Invarianten aller zu P(r) gehörenden möglichen! | 
P(r)-Moduln A können in folgender Weise bestimmt werden. M sei die multipli- 
kative Halbgruppe aller Reste mod m, {p} sei die von p erzeugte Untergruppe von 
M. Die Faktorhalbgruppe M/{p} bestehe aus den Elementen ,= 0, 91... 
Zu jedem q, bestimme man entweder die Null oder eine Reihe von ganzen Zahlen 
D(q,) = (d,,,...,d,;,), welche den Ungleichungen 0 <d,, <+ +: <d,;, <p* gel 
nügen. Zwei solcher Reihen D(q,) und D’(g,) gehören zur gleichen Klasse A(g,), 
wenn zwischen ihnen die Beziehung D’(q,) = D ([u]g,) für beliebige feste „ mit 
(m, 4) = 1 besteht, wobei [u] die Restklasse von u. mod m bedeutet. Jedem mögsE 
lichen System von Klassen 4 (g,), - - „4 (q,) entspricht dann eindeutig ein P(r)-Mo- 
dul X, und jeder ?(r)-Modul wird auf diese Weise erhalten. Jedes dann zu B und W 
gehörige Faktorsystem bestimmt ® eindeutig. Bezeichnet g, diejenige g-Klasse, 
welche aus der Null besteht, und ist A (q,) entweder 0, oder genügen ihre Zahlen den 
Ungleichungen 1 <d,; <'* <d,, <p*, und wird mit D= (d,,....,d,) derjenige 
Satz von verschiedenen ganzen Zahlen unter den dg,, - - -, dy;, bezeichnet, welcher 
den Ungleichungen 1 <d, <''-<d,<p* (j 0) genügt, dann gibt es genau 
j + 1 wesentlich verschiedene Faktorsysteme, welche zu einem System der A(g) 
gehören. — Als Anwendung dieser Resultate gibt der Verf. den Satz: Zur Primzahlp 
und der ganzen Zahl m > 1, (m, p) = 1, gibt es genau eine nichtabelsche Gruppe & 
der Ordnung p° (e Exponent von p mod m) der Eigenschaft, daß ® auflösbar ist 
und zu jedem A € © ein anderes BE & gefunden werden kann, so daß A und B zu- 
sammen erzeugen. Die abelschen Gruppen dieser Eigenschaft sind zyklisch oder: 
von der Ordnung p° und vom Typ (P, P). @. Reichel (Göttingen). 
Sanov, I. N.: Über ein Problem von Burnside. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
ll.s. 57, 759—761 (1947) [Russisch ]. 7 
Aus der Schreierschen Formel für die Anzahl der freien Erzeugenden der Unter- 
gruppen von endlichem Index der freien Gruppen von endlich vielen Erzeugenden 
wird geschlossen, daß es genügt, die Vermutung von Burnside: Die Anzahl der 
Elemente einer Gruppe aus k Erzeugenden, deren Exponent in n aufgeht, besitzt 
eine endliche obere Grenze p,(k), für den Fall k = 2 zu beweisen. Im Anschluß 
‘laran werden elementare Abschätzungen für p,(k) gegeben, z.B. y, (2) >8 : 6%, 
Zassenhaus (Hamburg). 
Dietzmann, A. P.: On an extension of Sylow’s theorem. Ann. Math., Princeton, 
II. s. 48, 137—146 (1947). | 
Bezeichnungen und Definitionen: (x), (ß), (y) usw. sollen Indexmengen bedeuten, 
9a, 9 9, seien Untergruppen einer Gruppe & mit Indizes aus diesen Mengen; 
Du (9.) sei die Gesamtheit der Untergruppen mit Indizes aus (x); analog seien 
9, und 9. erklärt. Ein Element a aus & heiße ein |r; 9 ‚|-Element, wenn für 
jeden Index x aus (x) eine ganze Zahl ö, existiert, die zu der Zahlenmenge zf gehört, 
so daß a’ in 9, liegt. Die Zahlenmenge zf ist die Gesamtheit der natürlichen 
Zahlen >1, die sich als Produkt aus endlich vielen (positiven) Potenzen von Prim- 
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zahlen aus einer Gesamtheit x von Primzahlen schreiben lassen. Die Gesamtheit 
aller |x; $ „|-Elemente von & heiße (x; $ ,;®). Eine Untergruppe aus diesem 
Komplexe heiße eine |x; $ „|-Untergruppe; ist sie in keiner ebensolchen als echter 
Teil enthalten, so heiße sie maximal. Zwei Untergruppenmengen $ , und 97 heißen 
r-äquivalent, wenn Ln; 9; 6) = LUr; 95; ©) ist. Ist die Gesamtheit 9 4 der 9 
ein invarianter Komplex in ©, so wird dies durch die Bezeichnungen |; & ,; inv.|, 
(a; 9 4; inv.; Ö) angedeutet; sind alle 9, aus $ , Normalteiler in ©, so heißt 9 7 
ein normales System von Untergruppen, und es werden die Bezeichnungen 
Ir; 94; norm| bzw. Lat; $ ,;norm; &) benutzt. — Resultate: Es gilt u.a: Es sei 
® der Durchschnitt aller Untergruppen 9, aus $ 4; dann sind die Systeme 9 ‚und D 
dann und nur dann z-äquivalent, wenn für jedes |r; 9 ‚|-Element a aus & eine ganze 
Zahl J = J(a) > 1 existiert, zusammen mit ganzen Zahlen ß, — Px(a) <J aus af, 
so daß as (für alle Werte von a aus A) in 9, enthalten ist — Ist 8 = {0,03 . . ., 07} 
eine endliche Klasse konjugierter Komplexe o,,...,o, aus ®, und ist der Index 
des Durchschnittes einer Untergruppe N des Normalisators N, von o, in & mit 
dem Normalisator N; in & von o, für jeden Komplex o, (1 <j <k;j = i) in bezug 
auf die Untergruppe N teilbar durch eine ganze Zahl m > 1, so gilt: Die Anzahl k 
der konjugierten Komplexe ist = 1 mod. m, und der größte gemeinsame Teiler d 
der Indizes der Durchschnitte irgendeiner Untergruppe $ von & mit den Normali- 
satoren W,(l=1,2,..., k) in bezug auf 9 ist ein zu m teilerfremder Teiler von k. — 
Die Gesamtheit x bestehe weiterhin aus einer einzigen Primzahl p. Enthält dann & 


eine endliche Klasse konjugierter maximaler |p; 9 ,; inv.|-Untergruppen ®,,. . ., By, 
und erzeugt jedes Element jeder dieser Untergruppen mit jedem Element irgend- 
einer Untergruppe 9, eine |p; $ ‚|- Untergruppe von ®, dann enthalten ®,,.. ., ®. 


alle maximalen |p; 9 ‚; inv.|-Untergruppen von ®, und ihre Anzahl ist == 1 mod. p. 
— Enthält & eine Klasse konjugierter maximaler |»; $ ,; norm. |- Untergruppen 
{$;}, wobei A die Indexmenge {1, 2,..., k} ist und ß eine Indexmenge B durch- 
läuft, so daß für jedes x aus A das Produkt 9,%,, worin ß alle Werte aus B an- 
nimmt, ein endliches System von verschiedenen Untergruppen darstellt, dann ent- 
hält die Klasse der konjugierten Untergruppen ®; alle maximalen |p; D; norm.|- 
Untergruppen von ©, wobei ® der Durchschnitt von 9,,.. ., 9, ist. W. Magnus. 

Shimbireva (Simbireva), H.: On the theory of partially ordered groups. Mat. 
Sbornik, II. s. 20, 145—175 u. engl. Zusammenfassung 176—178 (1947) [Russisch ]. 

Eine Gruppe & heißt teilweise geordnet, wenn für gewisse geordnete Paare 
von Elementen a, b die Beziehung « <b (b >a) besteht undIa<a,Ilausa< b, 
b <c folgt a <c, Il aus a <b, b <a folgt «= b, IV aus a <b folgt cad <cbd 
für alle c, d aus &. Die Elemente >1 heißen positiv. Sie bilden eine unter & 
invariante Halbgruppe, die mit « = 1 nie zugleich das Inverse von a enthält. Wenn 
umgekehrt & eine Halbgruppe von ® ist, die 1. das Einheitselement enthält, für 
die 2. 2Sx1C6& für alle x aus & gilt und in der 3. ausa€e S, a te Sfolgtt a = 1, 
dann gehört dazu die teilweise Anordnung a <b, wenn barte ©. — Die Unter- 
gruppe U heißt konvex in ®, wenn sie mit zwei Elementen a, b, die der Unglei- 
chung « <b genügen, zugleich alle Elemente aus &, die der Ungleichung a <x <b 
genügen, enthält. — Von den Homomorphismen und Isomorphismen zwischen & und 
einer zweiten teilweise geordneten Gruppe & werden nur diejenigen Abbildungen 
x — % zugelassen, für die aus x >1 stets x >1 folgt (schwache Homomorphismen, 
schwache Isomorphismen) bzw. außerdem noch aus y >1 stets die Existenz eines 
Elementes z in © folgt, für das z= y ist (Homomorphismen, Isomorphismen). 
Alle x mit © = 1 bilden einen konvexen Normalteiler X. Eine Restklasse modulo N, 
die wenigstens ein positives Element enthält, heißt positiv. Alle ihre Elemente 
sind positiv. Alle positiven Restklassen bilden eine Halbgruppe von &/R, zu der 
eine teilweise Ordnung von &/NR gehört, so daß die Abbildung von Elementen aus © 
auf ihre Restklassen nach X einen Homomorphismus auch bezüglich der teilweisen 
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Ordnung ergibt. Wenn die Abbildung <— x von & auf 6 ein Homomorphismus 
(bzw. ein schwacher Homomorphismus) ist, dann ist die Abbildung <R—x ein 


Isomorphismus (bzw. schwacher Isomorphismus) zwischen G/N und 6. Der 1. Iso- 


morphiesatz gilt nicht. Der 2. Isomorphiesatz bleibt erhalten. Ferner gilt der Satz, 
daß eine teilweise Ordnung des Normalteilers N sowie der Faktorgruppe G/R einer 
Gruppe ® dann und nur dann zu einer (eindeutig bestimmten) teilweisen Ordnung 
von & fortgesetzt werden kann, bei der N konvex ausfällt, wenn die Halbgruppe 
der in N positiven Elemente invariant unter & ist. — $2 Satz 2: Die teilweise 
Ordnung von & wird durch die teilweise Ordnung des aus der invarianten Halb- 
gruppe © erzeugten Normalteilers $ eindeutig gemäß der Festsetzung: Wenn 
a>b,soist«a—=ch,b= ch, h, aus $ und h, >h,, bestimmt. Es gilt 9 = SS71 
(Axiom von Moore-Smith). Die Restklassen von & nach 9 heißen die Kompo- 
nenten von ®. Die Komponente des Elementes # besteht aus allen Elementen b, 
für die einc >a,c >b existiert. — Satz 3: Jede nichtperiodische abelsche Gruppe 
kann einkomponentig teilweise geordnet werden [F. S. Levi, Arithmetische Gesetze 
im Gebiet der diskreten Gruppen. Rend.Ci ce. mat. Palermo 35, 225—236 (1913) ]. — 
Die Permutationsgruppe der natürlichen Zahlen kann nur auf triviale Weise teilweise 
geordnet werden, weil jedes Element ja mit seinem Inversen konjugiert ist. — 
Satz 4: Eine Gruppe mit nicht periodischer Faktorkommutatorgruppe kann ein- 
komponentig teilweise geordnet werden. — Das direkte Produkt teilweise geordneter 
Gruppen wird durch die Festsetzung, daß alle und nur die Elemente mit lauter 
positiven Komponenten positiv sind, teilweise geordnet. Entsprechend tür das volle 
direkte Produkt (in dem beliebig viele Komponenten = 1 zugelassen werden!). 
Auf Grund von Clifford [Ann. Math., Princeton, II. s. 41, 465—473 (1940); dies. 
Zbl. 25, 8] wird der Satz 5: ‚Jede teilweise Ordnung einer torsionsfreien abelschen 
Gruppe kann zu einer Ordnung der Gruppe fortgesetzt werden, und als Folgerung 
hieraus Satz 3’: Jede teilweise Ordnung einer nicht periodischen abelschen Gruppe 
kann zu einer einkomponentigen teilweisen Ordnung der Gruppe fortgesetzt werden, 
bewiesen. — In $3 wird ein hinreichendes Kriterium für die Ordnungsfähigkeit von 
Gruppen ®& bewiesen. Def. Ein zentrales System W entsteht dadurch, daß jedem 
Element x einer geordneten Menge M mit erstem Element 0 und letztem Elemente u 
eine Untergruppe Q, von ® entspricht, so daß 1. U, = 1, U, = ®, 2. aus x <ß folgt A, 
CU;, 3. mit jeder Teilmenge von Untergruppen aus M auch deren Durchschnitt und 
deren Erzeugnis zu gehören, 4. jeder Kommutator eines Elementes aus & mit 
einem Element aus U, 1 liegt in U... — Die Faktorgruppen A, + ı/U, heißen die Fak- 
toren des Systemes. Sie sind abelsch. Satz 6: Wenn die Faktoren eines zentralen 
Systemes torsionsfrei sind, dann läßt sich die Gruppe ordnen. — Diese Bedingung ist 
nicht notwendig. Levi hat gezeigt, daß aus der Möglichkeit, & zu ordnen, die Existenz 
einesauflösbaren Systemes (wobeistatt 4. nurdie Bedingung A, ı ı/A, abelsch gilt) 
mit torsionsfreien Faktoren folgt. Aber das läßt sich nicht umkehren ! — In $4 wird als 
Verallgemeinerung eines Satzes von Clifford Satz 7: Eine teilweise geordnete Gruppe 
& ist genau dann einer Untergruppe eines direkten Produktes geordneter Gruppen 
isomorph, wenn es für jedes nicht positive Element gaus ® eine invariante Halbgruppe 
©, mit der Eigenschaft gibt, daß ©, zwar alle positiven Elemente von ®, aber nicht g 
enthält, und so, daß außerdem noch & „+ &' = ist, bewiesen. Wenn & abelsch 
ist, so ist die vorstehende Bedingung mit der Bedingung von Clifford, daß aus 
a" Ze, n > 0 stets x > e folgt, gleichwertig. Diese Bedingung ist von selbst erfüllt, 
wenn ® strukturell geordnet ist, d. h. wenn die teilweise Ordnung den Struktur- 
axiomen genügt [G. Birkhoff, Lattice-ordered groups. Ann. Math., Princeton, 
I1.s. 43, 298-—331 (1942)]. Für nicht-abelsche Gruppen wird ein Gegenbeispiel an- 
gegeben. — $5: Von Birkhoff wurde bewiesen, daß zwei beliebige direkte Zerle- 
gungen einer strukturell geordneten Gruppe in strukturell geordnete Faktoren eine 
gemeinsame Verfeinerung besitzen. Mit einer anderen Methode wird die Verallge- 
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meinerung dieses Satzes in Form von Satz 8: Zwei direkte Zerlegungen einer ein- 
komponentigen teilweise geordneten Gruppe & — IT X, = II B; gestatten die Ver- 
feinerung & = IT’U, N B,, bewiesen. Das in der Arbeit von Kurosch [Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, ser. mat. 7, 185—202 (1943)] bewiesene Kriterium: Zwei 
direkte Zerlegungen einer beliebigen Gruppe & — ITA, — IT B,; mit den Zerlegungs- 
operatoren 9, bzw. ©; besitzen genau dann eine gemeinsame Verfeinerung, wenn 
Pa 9; U, — 1für allex, ß undy = x ist, bleibt gültig für direkte Zerlegungen teilweise 
geordneter Gruppen. Aus ihm folgt unter der Voraussetzung, daß & eine teilweise ge- 
ordnete Gruppe mit konvexer Kommutatorgruppe ist, daß die Fittingsche Bedingung: 
In jeder direkten Zerlegung in zwei Faktoren G—=AxX Bgibt es nur den trivialen 
schwachen Homomorphismus von X in das Zentrum von B, hinreichend ist. —$ 6: Von 
Wilenkin [Doxlady Akad. Nauk SSSR, II. s. 17, 635—637 (1945) ] und M. I. Grajew 
[Mat. Sbornik, IT.s. 17, 85—104 (1945)] wurde als vollständiges direktes Produkt 
IIX, [AZ] der Gruppen U, mit ausgezeichneten Untergruppen W% C X, die Menge aller 
formalen Produkte // a, mit a, aus X, und nur endlich vielen a, nicht in W* bei kompo- 
nentenweiser Multiplikation erklärt. Z. B. ergibt X = 1 für alle x das gewöhnliche 
direkte Produkt, während A} = N, für alle x das vollständige direkte Produkt er- 
gibt, wobei jeweils &* aus den // a} mit a} aus X (x beliebig) bestehen soll. Eine 
teilweise geordnete Gruppe heißt vollständiges direktes Produkt der Untergruppen 
U, mit ausgezeichneten Untergruppen A% von U, wenn 1. $2IIW, [A], so daß 
04x — 4, für alle a, aus W, (x beliebig), 2. g = //a, genau dann positiv ist, wenn 
alle a, positiv sind. Satz 10: Wenn für die teilweise geordnete Gruppe & die Zer- 
legungen & [&*] = //A, [U] = II 8;[8}] statt haben und sowohl & als auch 
&* einkomponentig sind, dann besteht die gemeinsame Verfeinerung &[6*] = 
TU BU OB]. 
a,ß Zassenhaus (Hamburg). 

Stone, M. H.: Pseudo-norms and partial orderings in Abelian groups. Ann. 
Math., Princeton, II.s. 48, 851—856 (1947). 

Soit X un groupe abelien additif (partiellement) ordonne, e > 0 dans X. Pour 
tout ze X, soit u(x) la borne inferieure des nombres rationnels positifs m/n tels 
que me nz et me Z— nz; c’est une fonction > 0 pouvant 6tre ögale & + 00, 
telle que u(2 + y) < u(2) + u(y) et u(kx) = |k| u(x) pour tout entier k, et qui 
prend des valeurs + 0 et # + oo. L’auteur montre que r&ciproquement une telle 
„pseudo-norme“ sur un groupe abelien X definit une structure d’ordre sur X, qui 
redonne une pseudo-norme &quivalente & celle d’oü l’on part. Il donne aussi des 
conditions necessaires et suffisantes pour que (x) soit une norme sur X, c’est-&-dire 
que O< u(2) < + oopour tout z=+(. J. Dieudonne (Nancy). 

Godement, R.: Analyse harmonique dans les groupes centraux. IH. Formule 
d’inversion de Fourier. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 221—223 (1947). 

Dans une note pr&cedente [C. r. Acad. Sci., Paris 225, 19—21 (1947); ce Zbl. 
29, 6], ’auteur a defini les groupes centraux @ comme des groupes topolo- 
giques localement compacts dont les automorphismes interieurs forment un sous- 
groupe compact du groupe topologis6 de tous les automorphismes. Pour un tel groupe 
G,ila defini et etudi6 les caracteres. Dans la presente note, il montre que toute 
representation unitaire irreductible de @ est de dimension finie. Dans la d&emon- 
stration/ il fait usage du th&oreme de F. J. Murray et JJ. von Neumann [Ann. 
Math., Princeton, II. s. 37, 116—229 (1936); ce Zbl. 14, 161] affirmant que l’exis- 
tence de la trace pour tous les operateurs borndes caracterise les espaces de 
dimensien finie. — Parmi les representations unitaires irr&ductibles D = {U,}(x€6) 
et les caracteres & il existe une correspondance biunivoque (& &quivalence pres) telle 
que si &> D, alors (x, 2) = Sp(U,) oü (x, &) designe la valeur en eG du 
caracttre ©. Mettons en &vidence cette correspondance en &erivant D" = 


Io2}. On a le theoreme suivant, gen6eralisation de la formule d’inversion de 
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Fourier et des formules de d&veloppement de Peter et Weyl: Il existe surle 
groupe @ des caracteres de @ une mesure de Radon positive dx et une seule posse- 


dant les proprietes suivantes: Pour toute fonction f(x), definie sur @, qui est 
combinaison linsaire de fonctions de type positif, continue et sommable par rapport 


ä la mesure de Haar dx invariante ä gauche, la fonction 
fa, ä) = Sp | Ur.,IW)dy 
d 


est, pour chaque x, sommable sur G pour di, et son int6grale est egale & f(x). - | 
Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Ringe. Körper: 4 

Jacobson, N.: On the theory of primitive rings. Ann. Math., Princeton, II. s.48, 
8—21 (1947). 

Le Ref. a montre [Bull. Soc. math. France 70, 46—75 (1942)] que tout anneau 
simple ayant des id6aux minimaux est isomorphe & un anneau %(E, E’) defini comme 
suit: E est un espace vectoriel sur un corps K, E’ un sous-espace du dual de E tel 
que (x, x’) = 0 pour tout x’ € E’ entraine x = 0, o(E, E’) la topologie la moins fine” 
sur E rendant continues toutes les formes lineaires x’ E’, $(E, E’) l’anneau des 
endomorphismes de E, continus pour o (E, E’) et de rang fini. L’Au. 6tend ce r&-_ 
sultat aux anneaux primitifs (c’est-ä-dire isomorphes aux anneaux irreductibles 
d’endomorphismes de groupes abeliens): il prouve que tout anneau primitif ayant 
des id6aux minimaux est isomorphe & un anneau A d’endomorphismes de E con- 
tinus pour o(E, E’), A contenant %(E, E’); reeiproquement, un tel anneau A est 
primitif. Il etend aussi & ces anneaux des proprietes topologiques des ideaux des 
anneaux simples donnees par le Ref. (loc. eit.), en ce qui concerne leur fermeture 
pour la topologie de la convergence simple dans E. J. Dieudonn€ (Nancy). 

Samuel, P.: Une gen£ralisation des polynomes de Hilbert. ©. r. Acad. Sei., Paris 
225, 1111—1113 (1947). 

Für einen beliebigen Stellenring (local ring, d.h. Ring mit Maximalbedingung 
und einem einzigen maximalen Primideal) wird die Theorie der von den Polynomringen 
her wohlbekannten Hilbertschen charakteristischen Funktion skizziert. Grundlegend 
für die Untersuchungen sind vor allem die Arbeiten des Ref. [J. reine angew. Math. 
179, 204—226 (1938); dies. Zbl. 19, 289] und von Chevalley: On the theory of 
local rings. Ann. Math., Princeton, II. s. 44, 690— 708 (1943); Cohen: On the structure 
and ideal-theory of complete local rings. Trans. Amer. math. Soc. 59, 54—106 (1946). 
— In einer weiteren Note sollen die gewonnenen Ergebnisse auf die Dimensions- und 
Vielfachheitstheorie in Stellenringen angewandt werden. Außerdem ist eine zu- 
sammenfassende, ausführliche Darstellung beabsichtigt. Krull (Bonn). 

Nakayama, T. and 6. Azumaya: On irredueible rings. Ann. Math., Princeton, 
II. s. 48, 949—965 (1947). 

Ziel der Arbeit ist eine Neubegründung der Theorie der einfachen Algebren und 
ihre Ausdehnung auf irreduzible Ringe. Dabei ist ein irreduzibler Ring N dadurch 
charakterisiert, daß N als Operatorring eines irreduzibeln Rechtsmoduls M auftritt, 
wobei die den Elementen von R entsprechenden Automorphismen von M einen zu 


N isomorphen (nicht nur homomorphen) Ring R bilden. Kettenbedingungen werden 
nicht vorausgesetzt. Dem entspricht, daß an Stelle von endlichen unendliche Ma- 
trizen auftreten, die in jeder Zeile nur endlich viele Elemente + 0 enthalten. Die 
Arbeit gehört in den Gedankenkreis von E. Noether, Nichtkommutative Algebra. 
Math. Z. 37, 514—541 (1933); dies. Zbl. 7, 197. Im einzelnen knüpft sie unmittelbar 
an an: A. Kurosch, Direet decomposition of simple rings. Mat. Sbornik, II. s. 11, 
245-264 (1942); T. Nakayama, Über einfache distributive Systeme unendlicher 
Ränge, Proc. Imp. Acad. Tokyo 20, 61—66, 348—352 (1944). Da ein Eingehen auf Ein- 
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zelheiten zu viel Platz erfordern würde, mögen zur näheren Charakterisierung des 
Inhalts die Schlagworte: ‚Lemma von Noether-Kurosch; Theorem von Chevalley; 
einfache Unteralgebren eines abgeschlossenen irreduziblen Rings; Kreuzprodukte; 
Galoissche Theorie eines irreduziblen Ringes“ dienen. Krull. (Bonn). 

Grundy, P.M.: On integrally dependent integral domains. Philos. Trans. R. 
Soc. London A 240, 295—326 (1947). 

Der Hauptteil der Arbeit enthält eine großzügige Übersicht über den bisherigen 
Stand und einen weiteren Ausbau der Theorie eines ganz abhängigen, kommutativen 
Integritätsbereichs © über einem ganz abgeschlossenen Ausgangsring R. Teil II, 
der die Rolle eine Anhangs spielt, bringt Bemerkungen zur additiven Idealtheorie, 
Anwendungen auf kommutative Algebren und Gegenbeispiele. — Das Haupt- 
gewicht liegt auf der Verzweigungstheorie (Diskriminanten- und Differentensätze). 
Besonders bemerkenswert sind die auf konvergente und streng konvergente Prim- 
ideale bezüglichen Sätze (Nr. 5—7). Dabei nennt Verf. ein maximales Primideal p 


des Integritätsbereichs R konvergent bzw. streng konvergent, wenn lim a’ = (0) 
r->00 


für jedes endliche Unterideal a = (a,,...,a,) von p bzw. wenn lim pr = (0). (We- 


a rT>00 

sentlich für die praktische Brauchbarkeit dieser Begriffsbildungen ist die Tatsache, 
daß nach Ref. in einem Ringe R mit Maximalbedingung jedes maximale — und 
damit überhaupt jedes — Primideal im Sinne des Verf. streng konvergent ist.) — 
Das wichtigste Ergebnis ist wohl das Theorem 13, das sich (bei Beschränkung auf 
maximale Primideale p aus X) kurz so formulieren läßt: Das Differentenideal d 
von © hinsichtlich R ist bei streng konvergentem p dann und nur dann nicht in 
einem bestimmten Primoberideal q von p - © enthalten, wenn q eine isolierte Primär- 
komponente von p darstellt und $/q über N/p separabel ist. Krull (Bonn). 

Dubisch, R.: The Wedderburn structure theorems. Amer. math. Monthly 54, 
253—258 (1947). 

Mit Beispielen versehene Übersicht über die Grundbegriffe der Theorie der 
assoziativen Algebren und die Wedderburnschen Struktursätze mit einem Anhang 
über die neueren Ansätze der Theorie nicht-assoziativer Algebren. Deuring. 

Aneochea, G.: On semi-automorphisms cf division algebras. Ann. Math., 
Princeton, I.s. 48, 147—153 (1947). 

Ein Semiautomorphismus eines Ringes A ist eine eineindeutige Abbildung 

a—a°“ von A auf sich mit 
(1) (+5) = a® +b° 
(2) (ab)S + (ba)° = a®bS + bSa®. 
Der Verf. zeigt, daß ein Semiautomorphismus einer halbeinfachen Algebra über 
einem Körper mit von 2 verschiedener Charakteristik entweder ein direkter oder 
ein inverser Automorphismus ist, d.h. daß statt (2) sogar entweder (ab)® — a®b° 
cder (ab)S = bSa® gilt. Deuring (Hamburg). 

Loonstra, F.: Interpretation topologique d’un th6or&me de M. Mahler concernant 
les pseudo-6valuations. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 862—867 (1947). 

Nach K. Mahler [Acta Math., Uppsala 66, 79—119 (1936); dies. Zbl. 13, 51] 
ist der zu n unabhängigen Pseudobewertungen w,, ...,w, gehörige kleinste voll- 
ständige Oberring R;, eines gegebenen kommutativen Ringes R die direkte Summe 
der zu den einzelnen Pseudobewertungen gehörigen kleinsten vollständigen Ober- 
ringe Rı, i=1,...,n). Verf. zeigt, daß R, als Raum aufgefaßt topologisch ho- 
möomorph zum topologischen Produkte der Räume R,,, ist. Krull (Bonn). 

Loonstra, F.: Representation d’6l&öments p-adiques et q-adiques. Proc. Akad. Wet. 
Amsterdam 50, 1117—1125 (1947). 

Konstruktion der p-adischen und g-adischen Bewertungen und der zugehörigen 
vollständigen Ringe zu einem gegebenen Noetherschen Fünf-Axiome-Ring. Direkte 
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Summenzerlegung der g-adischen vollständigen Ringe in ihre p-adischen Summanden. 
[Vgl. Prüfer: Neue Begründung der algebraischen Zahlenthevrie, Math. Ann. 94, 
198—243 (1925).] Krull (Bonn). 


Loonstra, F.: Sur les int6grales multiples dans le eorps &valu6s et algebriquement- 
fermes. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 1273—1284 (1947). et 
Für eine Funktion f(x, .. ., x,) in s Variabeln über einem nichtarchimedisch 
bewerteten, algebraisch abgeschlossenen, perfekten Körper 8 wird in Verallgemei- 
nerung einer Definition von L. H. Schnirelmann [Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. 
Math. Nr. 5/6, 487—498 (1938); dies. Zbl. 20, 291] ein s-faches Integral 
f ie ri May... ©) de). ..da,eingeführt, und es wird der Satz bewiesen: Dann 
%1,0ı &s,0s 
und nur dann ist f(2y -- -,%,) für |y—&,| <o,(k=1,...,s) in der Form 


7ı 2 
6 ara Bol BR Adi a. Ag 
Medina | eh u ge ı 4X . 


—c) (23 — 02). (2, — 6) 


%1,0ı &3, 03 
darstellbar, wenn f(c,, . . -, c,) eine für |c,— a,| < 0, konvergente Reihenentwicklung 
nach Potenzen von c„,— x, besitzt. Krull (Bonn). 


Zahlentheorie: 


Iyer, R. Venkatachalam: Whose reeiprocals have the maximum reeurring period? 
J. Univ. Bombay, II.s. 15, Part 3, 9—10 (1947). 

Aus der bekannten und hier nochmals bewiesenen Tatsache, daß notwendig 
dafür, daß 10 zum Exponenten p— 1 mod p (p ungerade Primzahl) gehört, 

pv—1 

10? =— 1mod p ist, wird die falsche Vermutung gezogen, daß dies bis auf die 
Ausnahmen p— 1 = 10" auch hinreichend sei. Dies ist um so erstaunlicher, 
als die Arbeit sämtliche Primzahlen unter 200, für die 10 zum Exponenten p—1 
gehört, aufführt — fülschlicher Weise enthält die Liste auch 151, für das 10 zum 


Exponenten 75 gehört — während in diesem Intervall außer für 11 und 101 noch 
p—l 
für 73, 103, 127, 137 und 139 zwar 10 ? =— 1 (mod p) ist, jedoch 10 zu den Ex- 
ponenten bzw. 2 und 4, 8, 34, 42,8 und 46, also nicht p—1 gehört. Die weiteren Aus- 
führungen des Verf. sind entweder inkorrekt durch Unvollständigkeit oder abwegig. 
Dueball (Berlin). 

(oodstein, R. L. and M. Rumney: Some new theorems on divisibility. Math. 
Gaz., London 31, 90—92 (1947). 

Verff. beweisen: Ist n eine natürliche Zahl, die die Darstellungn = ma +b = 
=pa-+gb mit natürlichen Zahlen m, a, p, q und nichtnegativem ganzzahligem 
b< a gestattet, so nennen sie n gegenüber der Transformation 77), , invariant. Unter 
dieser verstehen sie folgendes: bildet man mit demselben m eine ZahlN = mc -+d, 
wobei c, d dieselben Bedingungen wie a, 5 erfüllen, so ist 7), =pa+gb. Ist 
nun N wieder invariant und die Darstellungn = m a + b primär, das heißt (a,b) =1, 
so gilt n\N. Andernfalls führt entweder die Folge der durch Iteration der Trans- 
formation aus N gebildeten Zahlen, die anfangs monoton abnimmt, zu einer inva- 
rianten Zahl, die dann ebenso wie die vorangehenden Glieder durch r teilbar ist. 
Dann ist also N == 0 mod n. Oder die Folge wird schließlich (eventuell von Anfang 
an) eigentlich monoton steigend, dann ist n kein Teiler von N. Verff. zeigen, daß 
durch Spezialisierung m = 10, 100 sich oft Teilbarkeitsfragen durch kurzen Rechen- 
prozeß erledigen lassen. Holzer (Graz). 
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Redei: L.: Zwei Lückensätze über Polynome in endlichen Primkörpern mit An- 
wendung auf die endlichen Abelschen Gruppen und die @außschen Summen. Acta 
math., Uppsala 79, 273—290 (1947). 

Die folgenden zwei Sätze über Polynome im endlichen Primkörper der Charak- 
teristik p (#2) mit Einselement werden gezeigt: 1. Ein Polynom f(x) = ar-1 + 
+yatP-D +... zerfällt in lauter lineare Faktoren dann und nur dann, wenn 
fx) = ARD (RD — Te (ade dD + 1P, t+u+ov=2 gilt. Ein Polynom 


= ÄRDd ty 4 om n SPTt,y+0, 90) +0, 
zerfällt in lauter verschiedene Faktoren dann und nur dann, wenn 


2-1 6/7 »=1 wi nel v/p-1 w 
Ap—iwmdaa ler 1): +1) (a8 —o) (ei to), a1, 
tHu=v+w=1gilt. Diese Sätze lassen verschiedene Anwendungen zu. Verf. er- 
hält z. B. daraus Teilbarkeitsaussagen über Gaußsche Summen in der Theorie der 
Kreiskörper und zeigt den folgenden gruppentheoretischen Satz: Ist die nicht- 
zyklische Abelsche Gruppe & von der Ordnung p? in das Produkt &®= H von 
zwei Komplexen 9, $ mit p Elementen zerlegt (ZE 9, 8), so ist 9 oder fl eine 
Gruppe. Bergström (Uppsala). 
Bambah, R. P. and S. Chowla: A note on Ramanujans funetion t(n). Quart. J. 
Math. (Oxford Ser.) 18, 122—123 (1947). 
Es wird folgende Kongruenz gezeigt: r(n) = 0 (2 3?5°.7 23 691) für fast 
alle n. Dies ist eine Verschärfung eines Satzes von Walfisz (dies. Zbl. 20, 202). 
E. Hlawka (Wien). 
Bambah, R. P., S. Chowla, H. Gupta and D. B. Lahiri: Congruence properties 
of Ramanujan’s funetion z(r). Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 143—146 (1947). 
Ist o(n) die Summe der Divisoren von n, so wird folgender bemerkenswerter 
Satz gezeigt: Ist j ein Teiler von 24 und (n, 5) =1, so ist t(n) = o(n) (j). Dabei ist 
ı(n) der Koeffizient von x”! in der Entwicklung der 24. Potenz von (1— x) (1—x?):--. 
Spezialfälle wurden bereits von Gupta und Ramanathan gefunden. [Vgl. J. 
Indian math. Soc. 9, 55—59 bzw. 59—60 (1945)]. E. Hlawka (Wien). 
Mirsky, L.: On the number of representations of an integer as the sum of three 
r-free integers. Proc. Cambridge philos. Soc. 46, 433—441 (1947). 
Eine positive ganze Zahl %k heißt bekanntlich r-frei, wenn für jede Primzahl 
p pık. Es sei Q,,(n) die Anzahl der Darstellungen von n durch eine Summe 
von s r-freien Zahlen. Asymptotische Formeln wurden von Evelyn und Linfoot 
[Quart. J. Math., Oxford Ser. 3, 152—160 (1932); dies. Zbl. 4, 342] und Barham 
und Estermann [Proc. London math. Soc., II. s. 38, 340—353 (1934); dies. Zbl. 
10, 197] gegeben. Verf. verschärft hier für s = 3 diese Resultate, indem er für das 
Restglied die Abschätzung O (n!+3/@r+N+e) gibt. Es werden noch weitere Betrach- 
tungen über das Restglied der asymptotischen Entwicklung angestellt. Hlawka. 
Mirsky, L.: Note on an asymptotie formula conneeted with r-free integers. 
Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 178—182 (1947). 
Es sei: u,(n) = 1, wenn n r-frei ist, sonst 0. Es wird nun 
Ka)... lt lern rt He) 
0<n<z 
unterstcht, wo k,,..., k, verschiedene positive ganze Zahlen sind. Dann wird ge- 
zeigt: Für x > © ist F(x) = A x + 0 (x2!r+D+e), wo O nicht nur von x abhängt 


und A = >> Et IE. Kaas ) Es ist {n,,...,n,} das kleinste gemeinschaft- 
FE ee en 


liche Vielfache der Zahlen n, und E = 1, wenn das Systeemn+k,=0(a)(1Si<Ss) 
lösbar ist, sonst 0. Dieses Resultat ist eine Verschärfung eines Ergebnisses, das 
Verf. in der Arbeit: Arithmetical pattern problems relating to divisibility by r-th 
powers (Proc. London math. Soc. 1947) erhalten hat. E. Hlawka (Wien). 
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Guinand, A.P.: Some Fourier transforms in prime-number theory. Quart. J. 
Math. (Oxford Ser.) 18, 53—64 (1947). 

In dieser Arbeit wird die Riemannsche Vermutung als richtig vorausgesetzt. 
Dann stellt der Verf. zwei Paare von Fourierschen Cosinustransformationen auf, 
die den Zusammenhang zwischen den nichttrivialen Nullstellen 3 + iy, von &(s) 
und den Logarithmen der Primzahlpotenzen zum Ausdruck bringen. In einem Paar 


wird D. nn abgesehen von elementaren Funktionen, verknüpft mit 27 Zu und 
ET Zu, mlogp<x 

elementaren Funktionen. Weiter wird eine unendliche Reihe für N (7), die Anzahl 

der Nullstellen der £(s)-Funktion in 0 </(s) <T, aufgestellt. Den Schluß bildet 


ein Paar von- Transformationen, die DM 1 und >. n ‚abgesehen von elementaren 
n<x n<% 
Funktionen, verknüpfen. r ri E. Hlawka (Wien). 
Kerawala, 8. M.: The asymptotie number of three-deep latin reetangles. Bull. 
Caleutta math. Soc. 39, 71—72 (1947). 
Für die Anzahl f(n, 3) der lateinischen Rechtecke, an deren Seiten n bzw. 3 Ele- 
mente liegen, setzt Verf. eine Reihenentwicklung der Form 
n,3)e® 3 
u Ir Zar 
an, deren Konvergenz für n > n, er vermutet, und berechnet mit Hilfe seiner früher 
[Bull. Caleutta math. Soc. 33, 119—127 (1941) ] gezeigten Rekursionsformel a, bis a,g- 
R. Sprague (Berlin). 
Grant, H. S.: A linear diophantine equation. Amer. math. Monthly 54, 31—33 
(1947). 
Verf. weist zunächst darauf hin, daß die Lösung der diophantischen Gleichung 
4%+ ++@=& 
mit (a,..,a,)=1 es gestattet, für (a—s) Unbekannte willkürliche Werte ein- 
zusetzen, wenn s die Minimalzahl der Indizes ij, i3, . . ., t,, ist, sodaß (a; ,@;,...,0;,)=1 
ist. Dadurch reduziert sich die Gleichung auf eine solche, die o. B. d. A. in der Form 
a,% +" +a,x,= K, geschrieben werden kann. Verf. zeigt dann, wie nach Lö- 
sung von K,—a,x,=di, wo d=(a,A4,..,4.-»@ip...,40) ist — es ist 
(a,d) =1—, die Gleichung sich auf eine solche mit (s— 1) Unbekannten reduziert. 
Holzer (Graz). 
e Reghini, Arturo: Dei numeri Pitagoriei. (Con una nota introduttiva di Al- 
fonso del Guercio). Roma: Arti grafiche 1947. XIV, 39 p. 
Moessner, Alfred: Einige diophantische Probleme und Resultate. Bull. Caleutta 
math. Soc. 39, 73—78 (1947). 
Verf. gibt für einige Gleichungen, z.B. für +3 +2 =22+z22+2%, 
An + YR = (X — Yyrtl, C— D= (?— D® sowie für einige ähnlich gebaute simul- 
tane Gleichungssysteme einige Lösungen ganz rational oder rational in Parameter- 
form oder in speziellen Zahlen an. Mehrere sinnentstellende Druckfehler. Stöhr. 
Bell, E. T.: The problems of eongruent numbers and eoncordant forms. Proc. 
nat. Acad. Sei. USA 33, 326—328 (1947). 
Verf. gibt ohne Beweis die vollständige Lösung des Systems 
rX?+mf?=sZ, sX?2+nY7?=sW? 


in ganzen Zahlen m, n,r,s; X, Y, Z und weist darauf hin, daß sie von nicht weniger‘ 


als 41 Parametern abhängt. Holzer (Graz). 


Lehmer, D. H.: The Tarry-Eseott problem. Scripta math., New York 13, 37—41 
(1947). 


Das Tarry-Escott-Problem vom Grade n und der Ordnung b besteht in der- 
Auffindung von b Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen von gleich viel Elementen,, 


1li 


so daß die Summen der nullten, ersten, ... ., (n— 1)-ten Potenzen bei allen Mengen 
gleich sind. Verf. gibt folgende Teillösung: Sind yo» +, U, beliebige ganze, posi- 
tive Zahlen, S, die Menge aller Zahlen a, u + a, lg ++, wo die a, die 
Kongruenz %4+4+'''+a,„=0 mod db erfüllen und im Intervall (0, d—1) 
liegen, so geben die 5 Mengen SS, r=0,1,...,b—1, eine Lösung des Problems 
des Grades n und der Ordnung b. Holzer (Graz). 


ee S. T.: A pair of reeursion relations. Amer. math. Monthly 54, 97—100 
t). 

Verf. beweist: Ist 2,= 1, yy = 0 und sind &,, %, bei natürlichem n die auf- 
einanderfolgenden Lösungen der Pellschen Gleichung 2? — c y® = 1 in natürlichen 
Zahlen (c positiv, kein Quadrat), so gilt für jedes n >1 die Rekursionsformel 
%, = 20%, 1% Yn = 2ayn-ı— Yn-g- Hierbei ist @= x, (der Wert von z in 
der Grundlösung). Holzer (Graz). 


Gal, I. S.: Un th&or&me sur les approximations diophantines. C. r. Acad. Sci., 
Paris 225, 844—846 (1947). 

(a, b) sei der größte gemeinsame Teiler und [a, b] das kleinste gemeinschaftliche 
(a, b) 
2 de La, b] 
sei ein System S, von N positiven ganzen Zahlen. Das Maximum der Größen 
i zo u,)> für alle Sy werde mit f(N) bezeichnet. — Wie Verf. zusammen mit 
drei Hilfssätzen ohne Beweis mitteilt, gibt es von N unabhängige Zahlen c, und 69, 
so daß, wenn nur N groß genug ist, 

C, N (log log N)? <f(N) <c, N (log log N)%. 
Heinhold (München). 

Davenport, H. and H. Heilbronn: On the minimum of a bilinear form. Quart. 
J. Math. (Oxford Ser.) 18, 107—121 (1947). 

Es seien LL=ax+ßy, L,=yz-+ öt zwei Linearformen mit Det. A-+0 
(a/ß, y/ö irrational). Dann werden die Minima M(B) untersucht. Dabei ist 
Br, für alle ganzen Zahlen, für die x-1—y'z= +1. Es wird gezeigt: 


ie 7° 
2V5 


Vielfachen von B, ist, für welches ß/& bzw. ö/y = 


Vielfache zweier positiver ganzer Zahlen a, b, ferner sei (a, b) — Aylarse SUR 


|Al. Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn B äquivalent zu einem 


+ V8 


£ 


. Für alle anderen Formen 


2 _y23 
ist sogar M (B) ah. -|4|. Hier tritt das Gleichheitszeichen nur auf für Formen, 
für die $,x bzw.öy= + V 2 ist, bzw. die dazu äquivalenten Formen. Für alle an- 
5: 8 
deren Formen außer den obigen gilt dann sogar M Sa = A|. Hier hört 
aber diese Reihe der Minima auf im Gegensatz zur Markoffschen Reihe; denn es 


wird gezeigt, daß es eine unendliche Menge, welche die Mächtigkeit des Kontinuums 
besitzt, von nicht äquivalenten Formen gibt, so daß für jedes ö > 0 


M(B) > (> nn ) |Al ist. E. Hlawka (Wien). 


Davenport, H.: Sur une extension d’un theoreme de Minkowsky. C. r. Acad. 
Sci., Paris 224, 990—991 (1947). 

Ankündigung einer in den Acta Mathematica erscheinenden Note über eine 
Verallgemeinerung des bekannten Minkowskischen Satzes über indefinite, binäre, 
quadratische Formen auf indefinite, ternäre, quadratische Formen Q(x; y;z) der 
Determinante D=+0. Es gilt der Satz: Zu beliebigen Zahlen x,, Yy, 2, gibt es stets 


| 


Oz + 20 y+ 90 2+20)< (m 
dabei ist das Gleichheitszeichen notwendig für die Form 
Q,=rR+5yP—+öyztze und n=y= 12,2, = 
Heinhold (München). 
Davenport, H.: Non-homogeneous binary quadratie forms. IV. Proc. Akad. $ 
Wet. Amsterdam 50, 741—749, 909—917 (1947). 4 
Es sei a= (a, a’) ein reelles Zahlpaar, und es durchlaufe r = (8, €') alle Paare 
konjugierter ganzer Zahlen aus dem Körper von y>. Mit a mod. +1 sei die Klasse 
aller a-+ X bezeichnet. Es handelt sich um die untere Grenze M(a) von 
IN (r— a)| = |E— al |£— a’|. Im Anschluß an Teilergebnisse aus Teil II der Arbeit 
(dies. Zbl. 29, 18) werden folgende abschließenden Ergebnisse bewiesen, in denen 
Eve 3m+1__ ’ 
e =!*,/? die Grundeinheit, irgendeine Einheit und»„dieZahlfolge x, — rn 
en € 

aus dem Körper von v5 bedeutet: Ist a=4 (n,n')mod.*1, so ist M(a)=# 
und dies Minimum wird für unendlich viele rangenommen. Ist a = (3 ä ) mod. +14 
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ganze Zahlen x, y,z, so daß | 
u | 
1D|) ; 


mit festem ungeraden m 1, so ist M (a) = Br ‚ und dies Minimum wird für 


unendlich viele r angenommen. In jedem anderen Falle ist M (a) <;, . Im zweiten 
Falle hat man in rationaler Form 


u. Fam+1 — Fam-ı 
H (a) an 4(Fgm+2 + Fam —2) ’ 
wo F, die Fibonaceische Folge (, =1,F,=1, F„42=F,„;ı + F,) ist. 
Hasse (Berlin). 


Oppenheim, A.: Two lattice-point problems. Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 
17—24 (1947). 

E(f, A) sei die Klasse der Ellipsen vom Flächeninhalt A mit Mittelpunkt (0;0) 
und dem Paar konjugierter Durchmesser, deren Gleichungen durch 


fa;y)y=a®r +rhry+bf=0 


gegeben sind; a, h, b reell, D?— 4(?—ab),D>0. Verf. behandelt die beiden 
Probleme: I. Für gewisse A-Werte gibt es Ellipsen der Klasse E(f, A), welche auf 
dem Rand einen Gitterpunkt P(x; y), im Innern aber außer (0; 0) keinen Gitter- 
punkt enthalten. Es ist bei gegebenem / die untere Grenze A, dieser Zahlen A zu 
bestimmen sowie die obere Grenze der A, für beliebiges f. II. Für gewisse A-Werte 
gibt es Ellipsen der Klasse E(f, A), welche auf dem Rand zwei mit (0; 0) auf einer 
Geraden liegende Gitterpunkte, im Innern außer (0; 0) keinen Gitterpunkt enthalten. 
Es ist bei gegebenem f die untere Grenze A, dieser A-Werte und die obere Grenze 
der A, bei beliebigen f zu bestimmen. — Zu I. Für die Ellipsen E(f) durch den 
Gitterpunkt (2; y) gilt, wie elementargeometrisch leicht einzusehen, A, = & f(x; y)|/D. 
Daher ist I auf das von Markoff gelöste Problem, das Minimum indefiniter binärer 
quadratischer Formen zu bestimmen, zurückgeführt. — Zu II. Dieses Problem wird 
zurückgeführt auf die Bestimmung von min |(4 + B)/2H| = M, wobei F = AX? 
+2HXY + BY? alle zu ce f(x; y) unimodular äquivalenten Formen durchläuft, 
Fucf. Es ist A, = a/(1 — M2)}. — Da, wie Verf. beweist, M < 1/2, wobei das 
Gleichheitszeichen nur eintreten kann, wenn ef a2? +22y— 2y? oder ce fm 
=? + 4x y— 3%, ergibtsich nr <A, < 2r/V3 ‚ wobei beide Grenzen angenommen 
werden. Die Frage, ob A, jeden Wert in diesem Intervall annehmen kann, bleibt 
offen, Heinhold (München). 


ah ME zn“ un un 


113 


Davenport, H.: The geometry of numbers. Math. Gaz., London 31, 206—210 
(1947). 

Ein einführender Vortrag über Methoden und Anwendungsmöglichkeiten der 
Geometrie der Zahlen. Heinhold (München). 

Grossmann, Howard D.: Fun with lattice-points. Scripta math., New York 13, 
98—102 (1947). 


Analysis. 
Mengenlehre: 


Billing, J.: A failure of the Bolzano-Weierstrass lemma. Ark. Mat. Astron. 
Fysik B 34, Nr. 11, 28. (1947). 

Verf. diskutiert ein Beispiel für eine nicht ‚a priori“ gegebene monoton wach- 
sende und beschränkte Zahlenfolge, bei der man zu gegebenem & nicht explizit ein 
Cauchys Bedingung erfüllendes n, angeben kann. Von seinem intuitionistischen 
Standpunkt aus lehnt er das Tertium non datur ab. Hermes (Münsteri. W.). 

Borel, E.: Sur l'illusion des definitions numeriques. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 
165— 167 (1947). 

Von der Auffassung ausgehend, daß sehr große endliche Mengen dieselben 
Schwierigkeiten bieten wie unendliche, spiegelt Verf. die Fragwürdigkeit gewisser 
Definitionen unendlicher Mengen an den Schwierigkeiten beim Umgang mit großen 
endlichen Mengen. (Beispiele: die Universalbibliothek, arithmetische Eigenschaften 
von langen Abschnitten der Dezimalbruchentwicklung von Irrationalzahlen.) Verf. 
unterscheidet logische Definitionen (kennzeichnende Eigenschaft, beschrieben durch 
wenige Worte) und numerische Definitionen (Anweisung zur schrittweisen Berech- 
nung). Aussagen über Zahlen, die nicht durch angenäherte Berechnung entscheid- 
bar sind, werden als sinnlos abgelehnt, solange man nur eine numerische Definition 
kennt. — Als weiteres Beispiel für die Paradoxien großer endlicher Mengen wird die 
Aussicht, durch Zufall einen vorgegebenen Band der Universalbibliothek zu rekon- 
struieren, diskutiert. @. Hasenjaeger (Münster). 

Borel, E.: Les paradoxes de l’axiome du cheix. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 
1537—1538 (1947). 

K sei die Gruppe der ebenen euklidischen Drehungen, E die Untergruppe der 
Drehungen. endlicher Ordnung, @ eine eineindeutige Abbildung von E auf einen 
echten Teil von sich, R ein vollständiges Repräsentantensystem bei der Zerlegung 
von K nach E. adurchlaufe E; dann liefern die Komplexe R - a eine Zerlegung von K 
in abzählbar unendlich viele Klassen von der Mächtigkeit des Kontinuums. Nach 
Auszeichnung einer Richtung entsprechen den R-a paarweise deckungsgleiche 
Punktmengen auf den Einheitskreis ©, so daß durch R-a<> R:o(a) eine eukli- 
dische Gleichheit (Zerlegungsgleichheit in bezug auf höchstens abzählbare Zerle- 
gungen) zwischen C' und einem echten Teil vermittelt wird. — Verf. nennt eine 
Menge, die wie R mit Hilfe des Auswahlaxioms eingeführt ist, ‚mal defini“ und emp- 
fiehlt ihre Ausschließung (und damit die des Auswahlaxioms). Andernfalls müsse 
man festsetzen, daß ‚der Begriff der euklidischen Gleichheit nicht anwendbar ist 
auf georfetrische Figuren, die mit Hilfe des Auswahlaxioms definiert sind‘. 

2 @. Hasenjaeger (Münster). 

Borel, E.: Sur les diffieultös des d&finitions asymptotiques. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 224, 1597—1599 (1947). 

D, (das Ende von «) sei die Menge der reellen Zahlen, die mit x an fast allen 
Stellen der Dezimalbruchentwicklung übereinstimmen. Eine Eigenschaft, die nur 
von D, abhängt, heißt asymptotisch. Verf. weist darauf kin, daß nur durch nume- 
rische Definition gegebene Zahlen zur Definition von Enden völlig unbrauchbar sind, 
daß aber andererseits bei Beschränkung auf wohl definierte Z ahlen das Kontinuum 
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nicht erschöpfbar ist. — Einige der hier und in den beiden vorstehend bespro- 
chene Noten diskutierten Fragen dürften sich vom klassischen Standpunkt in 
die Theorie der rekursiven und rekursiv abzählbaren Mengen einordnen, wie sie in 
den letzten Jahren von Kleene, Post, Skolem, Mostowski entwickelt worden 
ist. G. Hasenjaeger (Münster). 

Riabouchinsky, D.: Sur le eoncept de V’origine d’un nombre et le problöme du 
continu. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 552—554 (1947). 

Verf. unterscheidet zwischen dem numerischen Wert einer Zahl und ihrer Defi- 
nition. So haben (— 1)? und sin z/2 den gleichen numerischen Wert, aber verschie- i 
dene Definition. Zwei Zahlen werden nur dann als identisch betrachtet, wenn sie i 
nicht nur gleichen numerischen Wert, sondern auch gleiche Definition haben. Was 
das Zahlenkontinuum anbetrifft, so wird nur gesagt, daß die Gesamtheit der unend- 
lichen Dezimalbrüche die kontinuierliche Folge aller Punkte des Segmentes 0— 1, 
ganz gleich wie sie definiert sind, zu repräsentieren gestattet. Was aber die Bemer- 
kungen des Verf. mit dem Kontinuumproblem zu tun haben, dafür findet sich, 
wenigstens in der vorliegenden Arbeit, nicht der geringste Fingerzeig. Ackermann. 

Denjoy, A.: Les ensembles finis. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 612—615 (1947). ” 

Eine endliche Menge wird deiiniert als eine Menge, die geordnet werden kann 
und bei der alle möglichen Anordnungen einander ähnlich sind. Indem weiter ge- 
zeigt wird, daß eine endliche Menge bei jeder Anordnung ein erstes und ein letztes 
Element besitzt, ist es dem Verf. möglich, die grundlegenden Eigenschaften der 
endlichen Mengen zu entwickeln und auch die Begriffe der endlichen Ordnungszahl 
und der endlichen Kardinalzahl einzuführen. Der Gedanke einer Rekursion wird 


dabei nicht benutzt. Ackermann (Lüdenscheid/Westf.). 
Denjoy, A.: L’ordination des ensembles. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 1081—1083 E 
(1947). H 


Verf. führt einige nicht allgemein anerkannte Sätze der Mengenlehre an: e 
u +mk=N8. U. s:= x. ll Die auf x, folgende Mächtigkeit ist gN2,7 
IV. Jede Menge kann wohlgeordnet werden. — Verf. billigt eine gesicherte Existenz F. 
zwar allen reellen Zahlen und allen OrCnungszahlen der zweiten Zahlklasse zu, hält 
aber ihre Gesamtheit als wohlgeordnete Menge nicht mehr für faßbar oder hält, 
anders ausgedrückt, die Ordnungszahlen von der dritten Zahlklasse an für fiktiv. 
Er ist der Meinung, daß man auch nicht die Falschheit eines der obigen Sätze be- 
weisen kann und daß jede Aussage als irrig angesehen werden muß, die mit Hilfe 
des Satzes vom Widerspruch aus einem jener Sätze hergeleitet ist (diese Auffassung 
dürfte zu weit gehen, da es ja möglich sein könnte, daß die Bezugnahme auf Wahrheit 
oder Falschheit einer der obigen Aussagen nur auf einer ungeschiekten Beweisfüh- 
rung beruht und diese Bezugnahme bei geschickterer Beweisführung sich vermeiden 
läßt; Bemerkung des Ref.). — Als Beispiele jener Auffassung werden angeführt: 
A. Es ist falsch, daß die Menge der möglichen Anordnungen einer unendlichen 
Menge E dieselbe Mächtigkeit hat wie die Menge der Funktionen, die auf E die 
Werte O0 und 1 annehmen. B. Es ist falsch, daß es unmöglich ist, eine unendliche | 
Menge E so zu ordnen, daß die Menge ihrer Endabschnitte eine höhere Mächtigkeit | 
als Z hat. Kamke (Tübingen). 
Denjoy, A.: Les ensembles ranges. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 1129—1132 
(1947). | 

Eine geordnete Menge E heißt nach Verf. gestuft (range), wenn für jedes ihrer 
Elemente a die Teilmenge O(a, E), die a als letztes Element enthält, keinem ihrer 
Anfangsabschnitte ähnlich ist. Jede wohlgeordnete Menge ist offenbar gestuft. Es | 
werden Beispiele für gestufte, nicht wohlgeordnete Mengen gegeben und u.a.die 
folgenden Sätze bewiesen: 

I. Eine gestufte Menge ist keinem ihrer Abschnitte ähnlich, der nicht ein End- 
abschnitt ist. — II. Durch Verdopplung der Elemente einer gestuften Menge erhält 


1 
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man wieder eine gestufte Menge. Die Verdopplung bedeutet dabei, daß zu jedem 
Element a der Menge ein Element (a, 1) hinzukommt und die neuen Elemente so 
eingeordnet werden, daß (a, 1) unmittelbar auf @ folgt und (a, 1) < b ist, wenn 
a < b ist. — III. Eine gestufte Menge kann höchstens auf eine Art in zwei komple- 
mentäre ähnliche Abschnitte zerlegt werden. — IV. Eine wohlgeordnete Menge von 
gestuften Mengen ist eine gestufte Menge. — V. Das Produkt von zwei gestuften 
Mengen ist eine gestufte Menge. Kamke (Tübingen). 
Sierpinski, W.: Sur certains systömes döterminants. Actas Acad. Ci. Lima 10, 


.17—23 (1947). 


Ist M ein Mengensystem und ist jedem Komplex (n,..„n), k=1, 2%,..., 
aus natürlichen Zahlen n, eine Menge E(n,,...,n,) EM zugeordnet, so heißt das 
System © dieser E(n,,...,n,) ein Suslinsches Schema, kurz S-Schema (in M); 
ferner wird als Kern von © bezeichnet die Menge A(&) =’ E(n,) E(n,n,)..., 
die Summation erstreckt über alle unendlichen Folgen natürlicher Zahlen. Wir 
sagen schließlich, & besitze die Eigenschaft P, wenn 1. jedes E(n,,...,n,) ein 
abgeschlossenes Intervall 12% <x <(l+ 1) 21% ist, wobei / eine ganze Zahl be- 
zeichnet; 2. für jeden Komplex (n,,... ., 2,:1) gilt E(n,, - . ., N N.) CE(n, .. .,n,); 
3. zu beliebigem k=1,2,... nur eine endliche Anzahl verschiedener Mengen 
E(n,,...,n,) existiert. — Es wird bewiesen: I. Eine lineare Menge L ist Kern 
eines S-Schemas, welches die Eigenschaft P besitzt, dann und nur dann, wenn L 
eine analytische, nicht leere und beschränkte Menge ist. — II. Die Mengen des 
S-Schemas © seien abgeschlossene lineare Mengen derart, daß für jedesk =1,2,... 
nur endlich viele de: E(n,,....,2;) € © nicht leer sind. Dann ist der Kern A(©&) eine 
abgeschlossene Menge [vgl. K. Menger, Jber. Deutsche Math. Verein. 37, 213—226 
(1928); auch L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 93, 244—257 (1924)]. — Viele 
Druckfehler. Haupt (Erlangen). 

Novikov, P. $.: Über die Mächtigkeit der Menge der zusammenhängenden Kom- 
ponenten einer A-Menge. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 56, 787—790 (1947) 
[Russisch]. 

Es wird bewiesen: Es sei X eine A-Menge im n-dimensionalen Euklidischen 
Raum. Dann ist das System der mehrpunktigen (zusammenhängenden) Kom- 
nenten von U entweder endlich oder abzählbar unendlich oder von Kontinuums- 
mächtigkeit. Die Frage nach der Mächtigkeit des Systems der einpunktigen Kompo- 
nenten bleibt offen (sogar schon für den Fall eines ebenen @,). Der Beweis stützt 
sich u. a. auf einen Satz von Lusin [Trav. Inst. phys.-math. Stekloff 5, 125—147 
(1934); dies. Zbl. 9, 304] über stationäre Folgen. Der Satz gilt auch für den 
Hilbertschen Raum. Haupt (Erlangen). 

Dubrovskij, V. M.: Über die Basis einer Familie vollständig additiver Mengen- 
funktionen und über die Eigenschaften der gleichmäßigen Additivität und gleichgra- 
digen Stetigkeit. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 737—740 (1947) [Russisch]. 

Unter der gleichmäßigen Additivität einer Familie N von vollständig additiven 
Mengenfunktionen ®;(e) (e ist ein Element einer Familie M von Untermengen einer 
vorgelegten Menge A irgendwelcher Elemente; A ein Parameter, der keiner Ein- 
schränkung unterliegt) versteht Verf. folgende Eigenschaft. Für jede Summe 
&+ 6,4 - gegenseitig elementefremder Mengen von Wit strebt DB, (ent 1 + &n+2+ '*') 
gleichmäßig in bezug auf } nach Null, falls n > oo. — Ferner heißt nach Radon 
[Sb. Akad. Wiss. Wien, math.-naturwiss. Kl. 128, Abt. ITa, 1083—1121 (1919)] eine 
vollständig additive, nicht negative Mengenfunktion M (e), definiert und endlich für 
die Mengen von WM, eine Basis von X, wenn ausecM und M(e) = 0 für jedes A 
©,(e) = 0 folgt. — Endlich spricht Verf. von gleichgradiger Stetigkeit von W in 
bezug auf die Basis M(e), wenn aus eCM und M(e) — 0 gleichmäßig in bezug 
auf jedes A D;(e) -> 0 folgt. — Nicht für jedes N braucht eine Basis zu existieren, 
wie einfache Beispiele lehren. In der Arbeit wird gezeigt, daß eine Basis existiert, 
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falls die betreffende Familie N gleichmäßig additiv ist, woraus folgt, daß die Eigen- 
schaften der gleichmäßigen Additivität und der gleichgradigen Stetigkeit einer Fa- 
milie N äquivalent sind. Ferner werden notwendige und hinreichende Bedingungen 
für das Vorhandensein einer Basis angegeben. Die Ergebnisse haben für die Theorie 
der Integralgleichungen eine Bedeutung. Svenson (Jena). 
Paue, C.: Construction de mesures. C.r. Acad. Sci., Paris 222, 123—125 (1946). 
Beweis des Satzes von Stone [Trans. Amer. math. Soc. 40, 37—111 (1936); dies. 
Zbl. 14, 340] über die Darstellung einer abstrakten Booleschen Algebra A durch 
eine isomorphe Mengenalgebra A, durch transfinite Induktion mittels einer wohl- 
geordneten erzeugenden Teilmenge G C A, unter Vermeidung des Primidealbegriffes. 


Die a € A sind die offenen und abgeschlossenen Mengen eines kompakten Hausdorff- 
schen Raumes 9C &. Das „universelle Diskontinuum“ & ist die Menge aller Teil- 
mengen von G. — Läßt A abzählbar- bzw. beliebig-unendliche Operationen zu (A 
ist „vollkommen“ bzw. „vollständig‘‘), so erhält man ähnlich eine isomoıphe voll- 
kommene bzw. vollständige Mengendarstellung, falls eine existiert. Dies ist nicht 
immer der Fall für vollkommenesA [Tarski, C.r. Soc. Sci. Lett. Varsovie, Cl. III 30, - 
152—181 (1937); dies. Zbl. 19, 295] und auch nicht — entgegen der Behauptung des 
Verf.! — für vollständiges A [vgl. Ref., Math. Z. 45, 377— 404 (1939); dies. Zbl. 21, 
224]. — Ebenfalls durch Induktion wird die allgemeinste additive Maßfunktiony auf A 
bzw. u auf A konstruiert. — Ist A selbst Mengenalgebra, A; bzw. A, die Borelsche 
Erweiterung von A bzw. A, so gestattet «u stets eine totaladditive Fortsetzung 
(1z auf A ,), aber nicht immer y eine solche (y, auf A,). Für die Existenz von yg 
wird eine notwendige und hinreichende Bedingung angegeben. — In & wird ein 
„kanonisches Maß‘ erklärt. Unter Annahme der Kontinuumvermutung ergibt sich 0 
ein Satz über Fortsetzbarkeit des linearen Lebesgueschen Maßes ;u einem ka- 
nonischen Maß. Wecken (Haltingen, Kr. Lörrach). 

Paue, C.: Complements & la representation ensembliste d’une algebre et d’une 
o-algebre bool6dennes. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 219—221 (1947). 

(Bezeichnungen vgl. voriges Referat.) Nach Stone und H. Cartan werden 
gewisse Teilsysteme von A (‚‚Ultrafilter“, Komplementärmengen von Primidealen) 
als Punkte eines Raumes $ umgedeutet und ergeben eine bestimmte Mengendarstel- 
lung von A. Die allgemeinste Mengendarstellung erhält man, indem man $ durch 
eine in 9 dichte Teilmenge ersetzt. Umgekehrt ergibt eine beliebige Mengen- 
darstellung durch einen Abschließungsprozeß die Stonesche Darstellung zurück. — 
Eine o-Algebra (= vollkommene Algebra) D gestattet dann und nur dann eine 
vollkommene Darstellung (= isomorphes Borelsches System), wenn jedes nicht 
leere Element von D zu einem ö-Ultrafilter gehört. Hat D eine Maßfunktion, so 
vereinfacht sich dieses Kriterium zu einem schon bekannten. — Zwei weitere Sätze 
beziehen sich auf Fortsetzbarkeit von Maßfunktionen und Isomorphie von Maß- 
algebren. — Mehrere sinnstörende Druckfehler. Wecken (Haltingen, Kr. Lörrach). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Possel, R. de: Sur la gen6ralisation de la notion de systöme derivant. ©.r. Acad. 
Sci., Paris 224, 1137—1139 (1947). 

Possel, R. de: Sur les syst&mes derivants et !’extension du th6or&me de Lebesgue 
relatif A la derivation d’une fonetion A variation bornde. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 
1197—1198 (1947). 

L’A. generalizza e completa la teoria dei sistemi derivanti giä svolta in 
due artic. preced. [C.r. Acad. Sci., Paris 201, 579-581 (1935); J. Math. pures | 
appl., IX. s. 15, 391—409 (1936); questo Zbl. 12, 252; 15, 205]. DA indicazione di 
alcuni risultati relativi alle funzioni d’insieme a variazione limitata, nei quali rientra | 
anche, come caso particolare, un classico teor. di Lebesgue. Tullio Viola (Roma) | 
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Tolstov, G. P.: Über einige Eigenschaften der partiellen Ableitungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II.s. 58, 749—751 (1947) [Russisch]. 

Verf. betrachtet Funktionen f(x, y), die auf einem Rechteck R: a <x <b, 
e<y<d erklärt sind, und setzt voraus, daß gewisse partielle Ableitungen auf R 
durchweg existieren und endlich sind. Es werden ohne Beweis Sätze von folgender 
Art mitgeteilt: Existieren alle Ableitungen bis zu einer Ordnung n einschließlich, 
so gehören sie alle zur (höchstens) 1. Baireschen Klasse. (Das Resultat läßt sich 
nicht auf mehrere Veränderliche ausdehnen.) — Existieren alle Ableitungen bis 
zur Ordnung n einschließlich, so besteht für alle Ableitungen einer Ordnung <n 
Vertauschbarkeit der Differentiationen auf ganz R, und für die Ableitungen der 
Ordnung n fast überall auf R. Existieren die beiden Ableitungen 1. Ordnung und 
sind sie auf jeder achsenparallelen Strecke von Xi totalstetig, so kann man fast überall 
in # auf Existenz und Übereinstimmung der beiden gemischten Ableitungen 2. Ord- 
nung schließen. (Der 2. und — sinngemäß — der 3. Satz gelten auch für mehrere 
Veränderliche.) Pietsch (Berlin). 

Obrechkoff, N.: Sur quelques inegalit&s pour les difförences des fonetions d’une 
variable reelle. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 880—882 (1947). 

Auf Grund einer Umformung für die Differenz n-ter Ordnung 


An Fa) [An f= An Ha + 1) — An fa), Af= fe+M)— f)] 

einer reellen Funktion f(x) leitet Verf. einige Ungleichungen zwischen den Diffe- 
renzen k-ter Ordnung zweier Funktionen go, (x), @,(x) ab. Gilt z.B. 4, pı < An Pa 
für <a und existiert für eine Folge 2, >— oo i=1,2,...) 

lim #9) _ B, (k= 1, 2; mganz<n), 

i> 00 w, 
so gilt 

An pı—m!B,h” <A 9 —m!B,h". 
Falls @,, 9, m-mal stetig differenzierbar sind, so kann man auch 

i ()— m! B, <pf®— m! B, 

schreiben. Dinghas (Berlin). 

Tagamlickij, I. A.: Über die Integration von Funktionenfolgen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, II.s. 57, 17—19 (1947) [Russisch]. 

Für eine auf einer endlich L-meßbaren Menge E des n-dimensionalen Euklidi- 
schen Raumes im Sinne von F. Riesz asymptotisch gegen f(P) konvergente Folge 
von in E summierbaren Funktionen (1) f,(P), fs(P),.... wird bewiesen: Damit f(P) 
summierbar ist und die Folge (2) PRo2: url ... für jede meßbare Teilmenge e 


von E gegen fi fdP konvergiert, ist jede der folgenden Bedingungen notwendig und 


hinreichend: 1. Zu jeder aus (1) gegriffenen Teilfolge o, (P), 9(P),... gibt es eine 
nicht negative summierbare Funktion g(P) mit |p,(P)| <Y(P) für unendlich viele k. 
— 2. Jede aus (2) gegriffene Teilfolge besitzt eine absolut stetige Grenzfunktion. 
Aumann (Regensburg). 
Berwald, L.: Verallgemeinerung eines Mittelwertsatzes von J. Favard für posi- 
tive konkave Funktionen. Acta math., Uppsala %9, 17—57 (1947). 
Verf, beweist: Wenn f(x) ina <x <b stetig, konkav, nicht negativ und nicht 
identisch Null ist, ferner @(y) für y > 0 streng monoton und stetig, m(y) monoton 
Y 


und beschränkt sind, dann hat mit y(y) = f m(t) dp(t) die Gleichung 
ö 
z b 


) — [eway=,—. | Fila) da 


ö a 
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genau eine positive Lösung z = z,, und für diese ist 


zo b 

= [ yi)ay Zbaw. <,—, [wita))dz, 
x 0 a 
je nachdem @ und m gleich- bzw. ungleichsinnig monoton sind. Gleichheitszeichen 
steht dann und nur dann, wenn f(x) eine „Dachfunktion der Höhe z,“ ist, d.h. in 
a<x<b den größten Wert z, hat und aus zwei linearen Stücken zwischen den 
Werten f(a) = f(b) — 0 besteht (von denen auch eines ganz fehlen darf). Speziell 
für o(y) = y und nicht fallendes m(y) ist dies ein Ergebnis von J. Favard [Bull. | 
Sci. math., II. s. 57, 54—64 (1933); dies. Zbl. 7, 61]. Obiger Satz gilt auch Ga 

H 


noch, wenn man die Stetigkeit von g in y= 0 ersetzt durch p(y) = O(y*) mit 
0 <u<1, was mittels eines Satzes über uneigentliche Integrale bei konkaven 
Funktionen bewiesen wird. Als Anwendung erhält man verschiedenartige Unglei- 
chungen, in welchen Integrale über Potenzprodukte konkaver Funktionen mitein- 
ander verglichen werden. Die Ergebnisse lassen sich verallgemeinern auf den n-di- 
mensionalen Raum. Es ergeben sich dabei Sätze wie der folgende: Im n-dimensio- 
nalen konvexen Bereich it vom Volumen V, sei die Punktfunktion /(P) stetig konkav, 
nicht negativ und nicht identisch Null. Dann ist für t>0 


nz] 
8 


I! 
f 


eine abnehmende Funktion von t, wenn f keine ‚„Dachfunktion“, und konstant für 
Dachfunktionen. Schließlich wird noch ein dem erstgenannten Satz analoger Satz 
aufgestellt, bei welchem an Stelle von Gl. (1) eine Gleichung der Form 


b b 
pP) = (J p(x) p(f(x)) ae): } Pia) 


tritt, worin p(x) eine Gewichtsfunktion bezeichnet, und eine Anwendung davon 1 
vermerkt. Aumann (Regensburg). 


Proskurjakov, A. P.: Über die Berechnung einiger Summen in der Hillschen 
Gleichung. Priklad Mat. Mech., Moskva 11, 563—564 (1947) [Russisch]. . 
Verf. berechnet die in der Theorie der Hillschen Gleichung auftretende Summe 
oo oo a) 
Dias B3 D(n) 2. Di BERBDEENEET. \.) BORN Rn 
an „un tr t+kR—a]: [m + %,%—a] 
in der F(n) ein Polynom bedeutet, dessen Grad 2p — 2 nicht übersteigt, a eine 
von ‚einer ganzen Zahl verschiedene Konstante und ky,...,k, ganze Zahlen, 
die nicht einander gleich sind. — Durch Partialbruchzerlegung, Umgruppierung der 
Glieder und Anwendung der bekannten Reihenentwicklung der ctg-Funktion 


[0°] 
GN HT 


ae ie ctg nm Ya findet er den Wert der Summe zu 
n=— 0 
» 
Se— » lim [90 m + ka), ctgmya . 
m=1n>Ya —ım Va- 

Als Anwendung berechnet sich daraus folgende dreifach unendliche Summe, in 
der die Striche bedeuten, daß bei der Summation über k die Werte k — 0,— s und 
bei der Summation über s der Wert s = 0 ausgelassen werden sollen, 

, ni 2 S 1 LE. Di he . | 
en Pa) + all + k+s? —a] 
Inctgn Va | Ri 1 2n? 
= = = ctg2r ya —— +—-|. 
2aVa |Ya Ve=a+ Svenson (Jena). 


en a 0 Da 
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Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 
Misra, M.L.: The summability (A) of the eonjugate series of a Fourier series. 


Duke math. J. 14, 855—863 (1947). 
Es sei (x) eine in (0, 2x) Z-integrierbare periodische Funktion mit Periode 9x, 
oo 


es sei = (b, cosn © — a, sinn x) die konjugierte Reihe der Fourierschen Reihe der 
Funktion f(x), es sei endlich V (x, r) = 23 (b, cosn 2 — an sinna) rm, 0<r<i. 
Setzen wir vo = M) = Hr +) —- Mr—t),y()=trl I (t) dt und, allgemeiner, 
(di) = ti" f wonen—1 2... ,in der ee Arbeit beweist Verf. 


folgendes Hehakbensie ertes Theorem: Wenn für ein gegebenes x und ein gegebenes n, 
en Yu + ı() = 0 gilt, dann ist 
V(x,r) 5 al y„() cot tdi | = —=(, e=arsin (l—r). 

Für n = 1 erhält man einen Satz von A. Plessner [Mitt. math. Sem. Univ. Gießen 
10, 1—36 (1923)]; für n = 2 eine gleichwertige Form eines Satzes von B. N. Prasad 
[J. Math. pures appl., IX. s. 11, 153—205 (1932); dies. Zbl. 4, 347]. Es wird eine 
zweite äquivalente Form des bewiesenen Theorems aufgezeigt. L. Cesari (Bologna). 

Salem, R. and A. Zygmund: On laeunary trigonometrie series. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 33, 333—338 (1947). 

Für eine lakunäre trigonometrische Reihe 


[0,0] 
(1) ul c08Nn,x + b,sinn, x), 2,4%; >qA>|: 


sei S, (x) = Ei, und (,=4(@+b +... ++ b2)}. J. Ferrand und 
R. Fortet [C. r. Acad. Sci., Paris 224, 516—518 (1947)] haben ohne Beweis den 
Satz aufgestellt, daß dieVerteilungsfunktionen von 8, (x)/C,,d.h.F',(y) = m (Z,(Y)); 
wobei Z,(y) die Menge der 0 <x s2r mit S,(x)/C, <y bedeutet, gegen die 
Gaußsche Verteilungsfunktion mit der Dispersion 1 (d.h. gegen (2)? B e-*l2 d)) 
konvergieren. — Hier wird ein einfacher Beweis dieses Satzes re unter der 
Annahme, daß C,— + co und Ya? + b2/C,— 0 streben (die letzte Bedingung, 


die bei Ferrand und Fortet fehlt, ist für die Richtigkeit des Satzes wesentlich). 
Man kann auch (0,27) durch eine beliebige positive Teilmenge ersetzen. — Ähnliches 


[0,0} 
Verhalten weisen die Reste R,(z2) = NY u, von (1) auf, falls diese Reihe zu 2, ge- 
n+l 
hört, ferner Teilsummen von lakunären Potenzreihen I C, exp (in, x). 
62 6. Lorentz (Tübingen). 
Zygmund, A.: On trigonometrie integrals. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 
393—440 (1947). 
Unter einem ie Integral versteht Verf. ein Integral der Form 


a) , [eizw ap(u) -f eizu do(u 1-="lım Ferwapo), 


o>+00 —o® 


wobei x reell und o(u) für —oo < u< + overklärt ist. Spezialfälle hiervon sind 


+ 
die trig. Reihen $ c, e‘’"* und Integrale (2) f eiz@y(u) du, die vom Verf. früher 
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(Math. Ann. 99, 562-589 (1928)] untersucht worden sind. Das In 
[ eizu (— isign u) dy(u) heißt konjugiert zu (1). Es werden vor allem Sätze be- 
wiesen, die die Gleichkonvergenz eines Integrals (1) mit einer trig. Reihe sichern 
Als Hilfsmittel werden formale Produkte der Integrale (1) untersucht (in Verall- 
gemeinerung der Rajehmannschen Theorie der formalen Multiplikation der trig. 
Reihen). Dabei heißt f eizu dy(u) das formale Produkt von f eizu dp mit f eizudyp, | 
wenn es ein reelles u, gibt, so daß 

A 


zu)= lim [ fpw—v)— P(lu— v)} dylv) 
A,B>+0o_B 


für alle u vorhanden ist. Es folgen mehrere Hilfssätze, die aus einem gegebene: 
Verhalten von p(u) und y(u) für u — oo auf ein gewisses Verhalten von x(u) schlie-} 
Ben. — Es bedeute p(u) € A, bzw. p(u)€ V,, daß (u) in jedem endlichen Intervall’ 
beschränkt bzw. von beschränkter Schwankung ist und sup |p(u + N) pw 


O<h<l 

er er | 
— 0 (|u|*) für |ul — oo gilt, bzw. | Ss HJ ) jo]* Jdg(w)| < + ooist. | 
—o 1 ! 


I. Ist p(u) € A, y(u) € V, und [ ei*"dydas formale Produkt der trig. Integrale” 
mit g und y, so gilt 


+0® +® 
[ eirtay(u)— [ eir" dy(u)- y eirudo(u) —0, ——+ 0 


gleichmäßig in jedem endlichen Intervall. Eine ähnliche Beziehung gilt für konju- 
gierte Integrale. ü 


+ & 
II. Ist @(w) €A, und O0 <ß—x< 2n, so gibt es eine Reihe (3) Sy einz mit 
— 00 - 


c„>0, so daß für@ — + oounda Sr <sß gleichmäßig 5 

(4) Serrapm)— z, c„eint—0 
+0 

(5) “ eizu (— i sign u) dp(u) — E S, e„(—isign n) ei"? —co(2) | 

strebt und a(x) eine endliche Funktion ist. — Die Beweisidee von II besteht darin, | 


daß man durch zweimalige formale Integration von (1) nach x die „Riemannsche 
Funktion“ F(x) bildet; man betrachtet ferner die mit 2x periodische Funktion @ (x), 
die in einem (x, ß) enthaltenden Intervall der Länge 27 die Form A(x) F(x) hat, 
wobei A(z) = 1 in (a, ß), = 0 außerhalb (x—e, ß + e) und genügend glatt ist. 
Dann erhält man N ce, e'”* durch formale zweimalige Differenzierung der Fourier- 
Reihe von F (x). 


Ill. Hat F(x) in II für a< x< ß die Form 


j 


T u 

F(a)= [du [fWd+Acr+B a<u<Bß, 

x En ü 
so gelten (4) und (5) in jedem Teilintervall von (a, ß) mit der Fourier-Reihe N c, einz 
einer Funktion /* (x), die in einem Intervall (x— &,ß + &) mit f(x) zusammenfällt. 
— Eine ähnliche Theorie wird für C,-Summierbarkeit statt Konvergenz aufgebaut. 
So gilt in Verallgemeinerung von II: | 

IV. Ist g(u)€ A, kZ0 und 0<ß—a< 2, so gibt es eine Reihe (3) mit. 

c„= 0 (n*), so daß für o > + oo die beiden Differenzen (4) und (5) in (x, ß) gleich- 
mäßig C,-summierbar sind (und die erste gegen 0). — Es folgen Anwendungen auf 
die U-Mengen (Mengen der Eindeutigkeit) der trig. Integrale (wegen der Definition. 
werde auf die Arbeit selbst verwiesen). Es erweist sich, daß die U-Mengen für 
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Integrale (1) und Reihen (3) identisch sind, sowohl für die gewöhnliche Konvergenz 
als auch für das Abelsche Verfahren A. Weitere Anwendungen betreffen die Exi- 
stenz von trig. Reihen, die mit Entwicklungen nach Hermiteschen Polynomen 
gleichkonvergieren. @.@. Lorentz (Frankfurt a. M.). 

Boas, R. P. jr.: Inequalities for the eoeffieients of trigonometrie polynomials. H. 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 759—762 (1947). 


n 
IE F(t)—= YNa,ei*t is a real trigonometrie polynomial and y > 0, then 
en 


+ 2 a|sc [ Fwla, k>n/2 
0 


[this is a generalisation of an inequality of J. G. van der Corput and C. Visser, 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 49, 383—392 (1946)]. The least possible value of © 
is 1/(27 — 46), where ö is the smallest positive root of sin d = y(n— 26)/2. — 
Some further inequalities. @.G. Lorentz (Frankfurt a. M.). 
Rappoport, S.: Sur un proc&de d’approximation des fonctions par polynömes 
trigenometriques. C. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 56, 9—10 (1947). 
L’A. considera il polinomio trigonometrico: 


ee ee er 
#.f: x) = an+ 1 2% ) cos 3 
27 h - ügr 5 - 
dove «{” — rt k ed f(x) € una funzione definita nell’intervallo chiuso 
(0, 277). — Enuncia, senza dimostrazioni, dei notevoli risultati circa la rappresenta- 


zione delle funzioni mediante successioni di polinomi V,(f, x) e di espressione ana- 
loga. Cosi ad esempio enuncia la seguente proposizione: „Se f(x) & una funzione 


integrabile (L) nell’intervallo (0, 27), posto F(x) = 1 f(t) dt 1’uguaglianza 
Ö 


lim V,„(F, x,) = f(x,) vale in ogni punto x, (0 <x,< 2r) in cui 
n>@ - 


rt 
] — Dr — 5 
Far h J A (0) C. Miranda (Napoli). 


Bernstein (Bernstejn), 8. N.: Grenzwertsätze der Theorie der besten Annähe- 
rungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 525—528 (1947) [Russisch]. 

Verschärfung einer Betrachtung aus einer früheren Arbeit des Verf. [Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II. s. 56, Nr. 6 (1946) ]. W. Hahn. 

Nikol’skij, S.: Beste Annäherung im Mittel einer Klasse von Funktionen dureh 
beliebige Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 25>—28 (1947) [Russisch ]. 

Es sei #,(f), die beste Annäherung im Mittel durch lineare Verbindungen 
aus einer gegebenen Funktionenfolge yy(&), Yı(X), - - -,; Yn (X): 


b| n 
E,Nı= u J | a)- 2 pr (2) | dr. 
: a = 
Betrachtet man die obere Grenze dieser Bildungen für alle f(x), die die Darstellung 
b 
ie) k (t, x) dp (t) zulassen, wobei die Variation von @ (t) in (a, b) kleiner als 1 
a A 
ist, so ist diese obere Grenze gleich dem Maximum der Abweichungen E,(k (t, ©))r, 
worin k (t, x) als Funktion von x anzusehen ist. — Ein zweiter Satz gibt Aussagen 
für den Fall, daß die lineare Verbindung N /,y, (x) sich als Integral 
b n 
J 2.0 yula) dp 
1 1 
darstellen läßt. W. Hahn (Berlin). 
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Nikol’skij, 8. M.: Über die beste lineare Methode der Annäherung im Mittel 
differenzierbarer Funktionen durch Polynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
II. s. 58, 185—188 (1947) [Russisch ]. 

Verf. führt entsprechende Betrachtungen wie in der im vorigen Referat be- 
sprochenen Note durch: f(x) hat eine (s—1)-te Ableitung, deren Variation kleiner 


als 1 ist; die Annäherung geschieht durch Polynome des Grades n. Dann ist die 
obere Grenze aller E,(f), gleich | | 
2 max E,(!a—x]|’-1), win Se ar (s gerade); + | 
Sa „uud | ar rw E | 
ein ähnlicher Ausdruck besteht für ungerades s. — Auch hier untersucht Verf. | 
weiterhin den Fall, daß das Annäherungspolynom von der Form ö | 

n gl 7 
NE 9 (dt) dp(t), = DB), 4 

ER ERTET E 

ist. W. Hahn (Berlin). j 


Funktionentheorie: 


e MacRobert, T. M.: Funetions of a complex variable. 3. ed. Macmillan. 1947. 
XV, 390p. 18s. 

Fedorov, V. $.: Über eine Eigenschaft der Kurvenintegrale. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, IlI.s. 58, 755—756 (1947) [Russisch ]. 

Ohne Beweis wird ein Satz angegeben über das Verhältnis des Wertes eines 
gewöhnlichen Kurvenintegrals $ Pdz + Qdy zweier stetiger, eindeutiger Funk- 


nn dee 
2. 


3 


tionen P(x, y) und Q(x, y) über eine geschlossene, rektifizierbare Kurve Z zu der 
umschlossenen Fläche und eine Folgerung daraus, die folgendermaßen lautet: 
Es sei f(z) eindeutig und stetig innerhalb des Gebietes A. Gibt es dann eine 
sich auf einen festen Punkt zusammenziehende Folge {e,} von geschlossenen, rek- 
tifizierbaren Kurven, so daß für jeden Punkt £ innerhalb von A uud für jede Punkt- 
folge £,—Z gilt: N 
lim 4 $ f(z)dz = 0 


Nn>00O "N cn(in) 


ee in Zn > > mm 


— wo c„(£,) die nach dem Punkt £, verschobene Kurve ce, bedeutet und o, ihre 
Fläche —, falls Z sich innerhalb von jeder Kurve e,(£,„) befindet, so ist f(2) im Gebiet i 
A holomorph. Svenson (Jena). | 

Buck, R. Creighton: Interpolation and uniqueness of entire funetions. Proc- 
nat. Acad. Sci. USA 66, 288— 292 (1947). 

Es sei {T7',} eine Folge von linearen Funktionalen, die in der Klasse K von ganzen 
Funktionen vom Exponentialtypus definiert sind. Verf. stellt das allgemeine Inter- 
polationsproblem für eine Unterklasse € von K und die Funktionale {7} auf: 
gibt es eine Funktion / der Klasse €’ derart, daß für jedes n 7',(f) = a,, wo {a,} 
eine gegebene Folge von komplexen Zahlen ist? Er fragt ferner, welche Eigen- 
schaften von f aus der Folge {7,,(f)}} abgeleitet werden können, und insbesondere, | 
für welche Klassen € die Funktion f durch die Fo'ge {7',(f)} eindeutig bestimmt 
wird. Hierbei wird untersucht, wann die Funktion f(z) in eine Reihe der Form | 
/@) = &u,() T,(f) entwickelt werden kann. Über die Konvergenz dieser Reihe 
wird ein allgemeiner Satz bewiesen, der manche bekannte sowie auch neue Resultate 
über die Konvergenz der Interpolationsreihen als spezielle Fälle enthält, u. a. die- 
jenigen von Abel, Newton, Stirling und Selberg. Verf. führt einige dieser 
Resultate an und verspricht, eine mehr detaillierte Darstellung später zu geben. 

V. Paatero (Helsinki). 


ur 
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En Frantisek: Extension of analytie funetions. Duke math. J. 14, 877—887 
Soient D, un domaine du demi-plan superieur, D, un domaine du demi-plan 
inferieur, la frontiere commune des deux domaines contenant un intervalle (a b) 
de l’axe des x. Soit f; une fonetion analytique dans D,. Lorsque fj (x +i y) —f,(e—iy) 
satisfait & certaines conditions au voisinage de (a b), f} et f, appartiennent ndcessaire- 
ment ä une m&me fonction f analytique sur (a b) ou sur un sous-ensemble de (a b) 
qu’on peut preciser. Quelques r&sultats de cette nature avaient &t& donndes par 
Carleman. L’Aut. en obtient de nouveaux. Dufresnoy (Le Bouscat/Gironde). 

Nehari, Zeev: A generalization of Schwarz’ lemma. Duke math. J. 14, 1035 
bis 1049 (1947). 

L’Aut. etend le lemme de Schwarz aux fonctions F (z) multiformes, analytiques 
et regulieres dans |z2| < 1 saufen un nombre fini de points de ramification algebriques; 
il suppose que toutes les determinations de F(z) satisfont & |F(z)| <1 et que F’(«) 
est fini partout; il en deduit |F’(0)| <1 pour toutes les branches. — Consequences: 

-1.Sif@)=z-+ a,2?+ - - - est holomorphe dans |z| <1 et ne s’annule qu’au point 
2 = 0, ’equation f(z) = aa, dans |2| < 1, une racine d’ordre inferieur & n lorsque |P]| 
est inferieur A une borne c (n) dependant de l’entier n (n >2).— 2.Sif(e2)=z-+ag®+':- 
est holomorphe et impaire dans |2| <1, l’&quation f(z) = a, dans |z| <1, une 
racine d’ordre inferieur & n lorsque |ß| <d(n) d&pendant de V’entier n (n > 3). — 
Dans l’Art. on trouve pour c(n) et d(n) les bornes les meilleures possible. Dufresnoy. 

Hayman, W. K.: Some remarks on Schottky’s theorem. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 43, 442—454 (1947). 

Die verschiedentlich im Schottkyschen Satze aufgestellten numerischen Schran- 
ken (A. Ostrowski, Ref., I.. Ahlfors [Trans. Amer. Math. Soc. 43, 359—364 (1938); 
dies. Zbl. 18, 410]; R.M. Robinson [Bull. Amer. Math. Soc. 45, 907—910 (1939); 
dies. Zbl. 23, 51]) werden vom Verf. weiterhin verbessert und ergänzt. Ist f(z) = 
= 4, + 4,24: in |z| < 1 regulär und verschieden von 0 und 1, so ist 

IFr 
Mr, f) = Max |f(g] < [nu e]!?, a = Max (1, |a,)) 


2] =r 


und 
la] < 2 ja, (lg lap| +57). 


Es gibt Funktionen vom Schottkyschen Typus, für die M(r, f) > ed 0<r<i. 
Die Methode stützt sich auf das Prinzip vom hyperbolischen Maß mit entsprechender 
Berücksichtigung der konformen Abbildung, welche durch die elliptische Modul- 


2ar 


funktion vermittelt wird. Pfluger (Zürich). 
Cowling, V. F.: Some results for Dirichlet series. Duke math. J. 14, 907—911 
(1947). 


Verf. gibt folgendes hinreichendes Kriterium dafür an, daß die Dirichletsche 


[0,0] 
Reihe Na, -n-® mit endlicher Konvergenzabszisse eine ganze Funktion darstellt. 
1 


In einem Winkelraum jargz| <a (x > 0) existiere eine reguläre Funktion H (2), 
welche für eine reelle Konstante Z mit 0 < |L| < 2 und eine positive ganze Zahl % 
den Bedingungen genügt: 
ay-tog |H (r er) <O (lgr) + Lr sing für <a, r>1. 
DYHlg) = ou fra 2,3%... Pfluger (Zürich). 
Valiron, G.: Valeurs exceptionnelles et valeurs d6fieientes des fonetions mero- 
morphes. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 556—558 (1947). 
L’Aut. compare les indicatrices 7', puis les defauts de Nevanlinna des fonctions 
meromorphes f(z) et f(x + a); ces defauts sont les memes si f(z) est d’ordre fini 0 
et d’ordre inferieur 0° > oe — 1, en particulier si f(z) est d’ordre g <1. Les defauts 
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de Valiron, obtenues en remplacant 7’ par une majorante reguliere convenable, 
sont les memes pour f(z) et f(z + a) supposees seulement d’ordre fini. — Pour une 
fonetion entiöre d’ordre fini une valeur exceptionnelle de Borel a 1 pour defaut de 
Nevanlinna. Pour une fonction meromorphe d’ordre fini (ou une fonetion entiere 
d’ordre infini) une telle valeur exceptionnelle peut avoir 0 pour defaut de N evanlinna | 
(mais non pour defaut de Valiron). Dufresnoy (Le Bouscat/Gironde). 
Carrier, 6. F.: Cf a corformal mapping teehnique. Quart. appl. Math. 5, 101 
bis 104 (1947). | En 
Behandlung der folgenden Abbildungsaufgabe mit potentialtheoretischen Hilfs- 
mitteln. 
Das endliche, von einer einfachen glatten Kurve C berandete Gebiet @; soll 
so in |2|< 1 schlicht und konform abgebildet werden, daß zwei Punkte p, q aus 
G: inz=a, —a, 0<a< 1, übergehen. Das komplexe Potential F()= BP +iW 7 
mit den Singularitäten In (€ —p), — In(© —g) und Y= 0 auf Cist von der Form 


Fi) = In = + f(&), f(£) eindeutig reg. analytisch in G; und stetig auf C. Aus 
der Cauchyschen Integralformel ergibt sich für die Bestimmung von ® die Integral- 


f£ 

gleichung i 
Bm. p— cs]. 

(1) D(s) ./ Dü)da(,s) + 2ln 7; | 
s Bogenlänge auf C, &(s) Punkte auf C, «{t, s) = arg (£(t)—£(s)). Durch die kon- 
forme Abbildung {+>z wird aus F(£) das komplexe Potential F*(z) = In er M 
61 


+ fe) = D* + i P* erzeugt mit Y* — 0 für z= ei®. Da F*(z) nach dem Spiege- 
lungsprinzip explizit angegeben werden kann, läßt sich aus ®*(0) = ®(s) die Rand- 
zuordnung © = ©(s) für die gesuchte konforme Abbildung z = z(£) entnehmen und 
damit z=z(£) selber berechnen. — Durch Approximation des Integrales in (1) 
durch eine Summe erhält man zur näherungsweisen Bestimmung von ®(s) ein 
lineares Gleichungssystem. — Für den angegebenen Lösungsansatz und die nume- 
rische Auflösung von (1) vgl. man insbesondere die Arbeiten von E. J. Nyström 
(Acta math., Uppsala 54, 185— 204 (1930)] [Anm.d. Ref.]. Wittich (Karlsruhe). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Bol, @.: Invarianten linearer Difterentialgleichungen. Ber. Math.-Tagung Tü- 
bingen 1946, 44—40 (1947). 

Buchheim, W.: Herleitung der Lösungen linearer homogener Differentialglei- 
ehungen mit konstanten Koeffizienten im Falle mehrfacher Wurzeln der eharakte- 
ristischen Gleichung mittels der Operatorenreehnung. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 
63 (1947). 

Längst bekannt. Vgl.z.B.Kamke, Differentialgleichungen reeller Funk- 
tionen, Leipzig 1930, 8. 2d1f. Kamke (Tübingen). 

Rosenblatt, Alfred: On the unieity of solutions of a system of two ordinary 
differential equations of the first order satisfying given initial eonditions in the real 
domain. Rev. Ci., Lima 49, 183—200 (1947). 

Teorema di unieitä della curva integrale y = y(x), z= z(x) passante per un 
punto, per il sistema y’ = f(x, y, 2),2’ = g(x, y, 2), nell’ipotesi che le fe g verifichino- 
eondizioni del tipo 


iz 1) — Ho 2) SA Baal (8 2) — 9%, 42) S Baal 


Mr ap i 


sotto certe limitazioni per le constanti A, B, «, ß. G. Cimmino (Bologna). 
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Rosenblatt, Alfred: Über die Methode der suecessiven Approximation von E. Pi- 
card im Falle eines Systems von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Rev.Ci., Lima 49, 167—178 (1947) [Spanisch]. 

Il metodo di Picard viene applicato alla dimostrazione dell’esistenza e dell’uni- 
citä di una curva integrale y = y(x), z= 2(x) passante per un punto, nell’ipotesi 
che siano verificate condizioni del tipo indicato nella precedente recensione. 

G. Oimmino (Bologna). 

Mikeladze, S. E.: Solutions diseontinues des &quations diff6rentielles linsaires 
ordinaires. C.r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 789—792 (1947). 

Data !’ı quazione 


dn dn—ı 
) I) that tim, 


con le X,, X, X, funzioni continue di x in (0, 2), YA. da l’espressione di un 
integrale y(x) che nei punti a, possieda una discontinuitä& [di prima specie] 
eon il salto A,,y’(x) possicda nei punti a, una discontinuitä con il salto B,, 
yr—D (x) possieda nei punti a, una discentinuit& con il salto Q,. Se Y,(), 
Y,(x),---, Y„(z) sono un sistema fondamentale di integrali della (1) che soddis- 
fano le condizioni iniziali Y), (0)=&,, (,k=0,1,---,n—1;&,,=0peri+k, 
&,; 1), si ha per y(x) 
n—1 
k 
y(x) = y ’(0) Yr+ıl2)+ FA, Yı(x—a,,) SB,Ya(x-@,)+: ;; +8 Qu Y„(2—@,), 
= m r 7 

e di questo resultato l’A. ne fa applicazione alla determinazione della linea elastica 
di una sbarra portante un carico continuo, sottomessa a momenti e & forze 
concentrate. Giovannı Sansone (Firenze). 


Pleijel, Äke: On the problem of the asymptotie distribution of proper values in 
the theory of ordinary differential equations. Fysiograf. Sällsk. Lund Förhdl. 17, 


Nr. 3, 16 S. (1947). 
Es handelt sich um die Eigenwertaufgabe, die aus der Differentialgleichung 


1)  FyW)=(-1rAg(e)y mit Fy)= 8 (kla)yM)® (a<x<) 


v—=0 
und den Sturmschen Randbedingungen 
2n—1 2n—1 
(2) Eau, m()=0, 5 bwy)=0 (w=h,...n) 
v=0 v=0 


besteht, und es wird die asymptotische Verteilung der Eigenwerte für den Fall 
untersucht, daß g(x) sein Vorzeichen an endlich vielen Stellen des Intervalls ändern 
darf. Von den Lösungen der Differentialgleichung (1) wird nur verlangt, daß sie 
(2n—1)-mal stetig differenzierbar und noch stückweise 2 n-mal stetig differenzierbar 
sind. Über die Koeffizienten f, und g wird vorausgesetzt, daß g stückweise stetig, 
f.(x<) > 0 und die Funktionen f, so beschaffen sind, daß die „im Beweis benutzten 
Sätze über lineare Differentialgleichungen gelten“ (was für den Leser keine angenehme 
Formulierung ist). — Zunächst wird der Fall behandelt, daß g(x) + 0 ist, aber sein 
Vorzeichen ändern darf. Sind a, <a,<...<a,-, die endlich vielen Unstetig- 
keitsstellen von g(x), so sind für die Differentialgleichung (1) in den einzelnen Teil- 
intervallen J, = (a,_1, 4,) (a = a, a, = b) Lösungen y(x, J,) zu suchen, die außer 
den gegebenen Randbedingungen (2) noch die Randbedingungen 
y» (a, J,) = y (a Jı-) Bean ken, m-—]) 

erfüllen; die Funktionen y(z, J,) schließen sich dann zu einer Lösung für das ganze 
Intervall <a, by zusammen. Diese Aufgabe wird mit der Methode von Birkhoff 
behandelt. Für die positiven, nach wachsender Größe geordneten Eigenwerte 
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)ı SA, <... wird so die Abschätzung 


2 z 
(3) un en " mit q(e) =, 
+ Via) de 


gefunden, wobei das Integral über die Summe derjenigen Intervalle zu erstrecken ist, 
in denen g(x) > 0 ist. Für die negativen Eigenwerte /_, ist auf der rechten Seite 
von (3) das Minuszeichen hinzuzufügen und das Integral über die Summe der Inter- 
valle zu erstrecken, in denen g < 0 ist. — Der Fall, daß g(x) Nullstellen hat, wird 
in der Weise behandelt, daß g(x) durch zwei Funktionen g_ und g, so approximiert 
wird, daß g_ <g <g, ist und g_,g; zu den Funktionen der vorher behandelten 
Klasse gehören. Unter Heranziehung der Bestimmung der Eigenwerte durch ein 
Variationsprinzip ergeben sich dann wiederum die obigen Abschätzungen. — Zu 
überprüfen bleibt, ob die vom Verf. benutzten Entwicklungen anderer Autoren, 
die von diesen ursprünglich unter schärferen Voraussetzungen (Stetigkeit von g, 
2n-malige stetige Differenzierbarkeit von y) hergeleitet sind, auch beiden schwächeren 
Voraussetzungen dieser Arbeit gültig bleiben. Kamke (Tübingen). 

Wintner, A.: Unrestrieted rieeatian solution fields. Quart. J. Math. (Oxford 
Ser.) 18, 65—71 (1947). 

Die reelle Funktion f(x, y) seiin der Halbebene x > 0 stetig. Dann geht durch 
jeden Punkt (0, 4,) mindestens eine Integralkurve der Gleichung y’ = f(x, y), die 
in das Innere der Halbebene eintritt und bis zu deren Rand fortgesetzt werden kann, 
d.h. Stück mindestens einer Integralkurve y(x) ist, die mit wachsendem x dem Rand 
der Halbebene beliebig nahe kommt, also entweder im ganzen Intervall 0 Sr < 
definiert ist oder nur in einem Teilintervall 0 Sx < x*, bei x — x*— () mit ver- 
tikaler Asymptote ins Unendliche laufend. Auf der Suche nach qualitativen Be- 
schränkungen für f(x, y) und ,, die für jedes y(x) die zweite Möglichkeit aus- 
schließen, findet Verf.: Wechselt f(x, y) auf jeder Parallelen zur y-Achse genau 
zweimal das Vorzeichen, etwa für y= y_(x) und y= y; (x), und ist f(x, y) > 0 
für y_(2) <y< yı(x), Yy-(2) S Yy-(0) < yı(0) S yı(e) für 0 Sr < oo, so existiert 
jedes y(x), dessen Ausgangswert y(0) = %,> Y- (0) ist, im ganzen Intervall 0 Sx< oo. 
Bei nicht abnehmendem und nicht beschränktem y, (x) ist von einer Stelle % ab 
y-(0)<y(2) Sy; (x). Ist überdies f(x, y) für x Zx' auf jeder Halbgeraden 
ey < oo eine nicht ansteigende Funktion von %, so sind je zwei Integralkurven 
y,(x) und y,(2), die durch Punkte der Halbgeraden = x’, ce Sy< 00 gehen, 
asymptotisch parallel, d.h. ihre Ordinatendifferenz y,(2)— y,(2) strebt bei 2 — oo 
gegen einen endlichen Wert. — Anwendungen auf die Riccatische Differential- 
gleichung. M. Müller (Tübingen). 

Cartwright, H. L. and J. E. Littlewood: On non-linear differential equations of 
the second order. I. The equation y + kf(y) y+g(y.k) = plt) = pı(t) + kp,(i); 
k>0,f(y) 21. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 472—494 (1947). 

Sämtliche Lösungen der Differentialgleichung der erzwungenen Schwingungen 


Y+ky+ym=bkeoosot (k>() 


sind bekanntlich beschränkt und konvergieren für t > 00 gegen die einzige ferio- 


N 
j 
dische Lösung. —N. Levinson zeigte [Bull. Amer. math. Soe., II. s. 49, 855 (1943)], j 
daß auch bei der allgemeineren Gleichung i 


Yırkfy)y+y=pi) 


(f stetig, RZ a> 0, p stetig, periodisch und von Mittelwerte 0) eine periodische 
Lösung existiert, gegen welche alle anderen für t — oo konvergieren. — Verff. unter- 
suchen die noch allgemeinere Gleichung 


(1) +94) y + Aly) = pi) 
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’ 
und beweisen, daß, wenn die Bedingungen en eye f rl)d=(, 
ö 
ey yeeryditih)Za>0; pi+N)=p() 


erfüllt sind, für alle Lösungen von (1) 


(2) vl Sn 1% Su 


gilt, wo 77, w, Konstanten sind, welche von , G, p abhängen. 
Weiterhin wird die Gleichung (1) zu 


(3) YHkf)3 te h)=pMe)+ kpl) 
spezialisiert. Für diese Gleichung wird gezeigt, daß, wenn die weiteren Bedingungen 
Iw) Z1,9(0,k) = 0,g,(y,k) Z1 erfüllt sind, sämtliche Lösungen, deren obere 
Schranken der Ungleichung 2w, Max |g’(y)| < %k genügen, für {> oo gegen die 
vi S m 
einzige periodische Lösung von (3) konvergieren und unendlich viele Zeichenwechsel 
besitzen. — Daß die Bedingung g’ > 1 für die Konvergenz notwendig ist, wird an 
der Gleichung 
z RR 4 1 
yY+ky-y (rer ge)= ze cos 3: De >10) 

gezeigt, welche — bei genügend kleinem e und |k| — drei verschiedene periodische 
Lösungen aufweist. — Zum Beweise der angeführten Sätze werden zahlreiche 
Lemmata benützt, deren Herleitung ziemlich langwierig ist. Das Lesen der Arbeit 
wird durch manche Druckfehler erschwert. Egerväry (Budapest). 

Wasow,Wolfgang: On the asymptotie solution of the differential equation for 
small disturbances in a laminar flow. Proc. nat. Acad. Sci. USA 33, 232—234 (1947). 

L’Autore enuncia alcuni teoremi, che interessano l’idrodinamica, sulle proprietä 
asintotiche degli integrali dell’equazione 

& 2 
4. y4-D 2 (2—Kk) — 
Say +2 Ib yon =0, 

dove le a, e le 5, sono funzioni analitiche della variabile complessa x (a, —=1, by, 
nulla del primo ordine per 2=(0) e/ & un parametro complesso di argomento 
costante e modulo abbastanza grande. G. Scorza Dragoni (Padua). 


Sherman, Seymour: A note on stability ealeulations and time lag. Quart. appl. 
Math. 5, 92—97 (1947). 

Die Schwingungsgleichung mit zeitlichem Verzögerungsglied a 2(t) + b 2(t) + 
ß2@—1)+c= 0 bei gegebenem Anfangswert z(0) #0, 2() = 0 für -1<tis0 
und reellen Koeffizienten hat dann und nur dann stabile Lösungen, wenn sämtliche 
unendlich vielen Nullstellen der ganzen transzendenten Funktion w(z) =a2? + 
bz+ßze”-+c negative Realteile haben. Mit Hilfe des Cauchyschen Index- 
theorems (angewandt auf das von hinreichend großem Radius R begrenzte halb- 
kreisförmige Gebiet || < R, Rez>0 der komplexen z= x-+iy-Ebene) und der 
Annahme w(i y) #0 für reelles y beweist Verf., daß alle Wurzeln von w(z) = 0 
negative Realteile haben, falls a >0,c>0,b> |8| > 0. Unter Zuhilfenahme des 
asymptotischen Verhaltens von w(z) wird ferner gezeigt: Sind y,, %, . . . die Wurzeln 
derGl.$mw(iy) =y(b + cos y) = 0, und ist M so groß gewählt, daß yy <R<Yırrı; 
so hat w(z) bei den Voraussetzungen a > 0, w(i y) = 0 dann und nur dann lauter 
Wurzel» mit negativen Realteilen, wenn die Gleichung 


M 
1— sgn [e(b + P))+ = sgn [((—ayj +c+ f y;sin y,) sin y,] = 0 


besteht. Schließlich wird eine (naheliegende) Methode für die schrittweise numerische 


Integration obiger Differentialgl. angegeben. H. Bilharz (Freiburg i. Br.). 
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Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Vagner (Wagner), V.: Über den Begriff der Indikatrix in der Theorie der parti- 
ellen Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 2192227 
(1947) [Russisch ]. 

Verf. betrachtet in dieser Note ein System von m(n— m)— r Differentialglei- 
chungen erster Ordnung mit m unabhängigen und n— m abhängigen Variablen &,. 
Gesucht werden m-dimensionale Integralmannigfaltigkeiten im R,. Je nachdem ob 
man nun die Integralmannigfaltigkeiten in Parametergestalt £, (t, - - -; 4) = 0 oder 
alsgP (£,)= const (= m+-1,...,n) schreibt, ergeben sich 2 Möglichkeiten, das System 
anders zu schreiben. Beide Möglichkeiten stehen sich in bestimmter Weise dual 
gegenüber. Alle durch einen Punkt des R, gehenden R,, lassen sich in bekannter 
Weise auf die Punkte einer Grassmannschen Manigfaltigkeit G,_7,„-ı abbilden. 
Das Differentialgleichungssystem definiert dann in jedem Punkt eine „‚Indikatrix“ 
genannte r-dimensionale Teilmannigfaltigkeit innerhalb der lokalen @,_,,„-,. Das 
gegebene Integrationsproblem übersetzt sich dann in ein Pfaffsches Problem in 
einem aus der Indikatrix und dem R, zusammengesetzten Produktraum vonn+r_ 
Dimensionen. Die von Cartan eingeführten charakteristischen Zahlen dieses 
Pfaffschen Systems und Involutionsbedingungen erfahren dann eine geometrische 
Deutung durch Berührungsbedingungen der Indikatrix mit gewissen Grassmann- 
schen Teilmannigfaltigkeiten der lokalen @,,_1,2-1- Burau (Hamburg). 


Saltykow, N.: Integration des &quations aux difförentielles totales lin&aires & 
coeffieients eonstants. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 520—521 (1947). 
Un sistema di equazioni lineari ai differenziali totali del tipo h 


m n—-m k 
dam» = &ı Si OK, &m+i) de, W=1,2,...,n— m), 
con le a*, costanti ammette soluzioni partieolari del tipo 


Fi Ok Ik 

rm ö v=1,2,...,2-m) 
con le x, e®, costanti, come si riconosce mediante sostituzione; la @,, per k=1, 
2,...,m, dovrä essere radice di una certa equazione di grado n— me, in cor- 
rispondenza a ognuna di tali radici, si avr& una soluzione del sistema, determinando 
le «,in maniera da rendere soddisfatto un certo sistema di n— m equazioni lineari omo- - 
genee col determinante dei coeffieienti uguale a zero (a una radice di molteplieitä k 
si potranno, con un classico artificio, far corrispondere k soluzioni linearmente indi- 
pendenti del sistema). Con tali considerazioni si perviene alla conclusione che il 
sistema dato & dotato di un integrale generale esprimente le 2,41, . . ., 2, in funzione 
delle x,,.. ., X, e dipendente linearmente da n— m costanti arbitrarie. 

@. Oimmino (Bologna). 

Drach, Jules: Sur les &quations aux döriv6es partielles du premier ordre dont 
les earacteristiques sont lignes asymptotiques des surfaces int6grales. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 225, 1221—1224 (1947). 

L’Autore, riattaccandosi ad antiche ricerche di S. Lie, si propone di ottenere 
esplicitamente delle equazioni a derivate parziali del primo ordine del tipo 
p + f(x, y, 2, g) = 0, nonch& le relative superficie integrali e le linee asintotiche di 
queste, con la condizione che tali linee siano le caratteristiche dell’equazione. 

G. Cimmino (Bologna). 

Germay, R.H. J.: Die Verallgemeinerung eines Satzes von Jacobi und die Inte- 
gration der Koenigschen Systeme partieller Differentialgleichungen. Actas Acad. 
Ci. Lima 10, 3—16 (1947) [Spanisch]. 

Sulla determinazione nel campo delle funzioni olomorfe di una soluzione 


21. :,2, del sistema 

02 i 5 I. 

Su Tal aalanın TE Un RER IR U es nn RER Ge 22), 

ne PR FE ARE 3) 5 
con le condizioni 
EIN Ye Yun) Keil). 
G. Cimmino (Bologna). 

Zabotinskij, M. E.: Über periodische Lösungen nichtlinearer partieller Ditferen- 
tialgleichungen. Doklady Akad. Nauk, LI. s. 56, 469—472 (1947) [Russisch]. 

In der Differentialgleichung Z {y} —oy,, = uffz, % %y % Yan Yan Ya, [U 
ist L {y} der selbstadjungierte Operator {p yz,}z, + {P Yalzn + {P Ya, — 4 9- 
Randbedingung: A{y} + y, = uFfa,, %, %3 % Yı, Ya Yan u}. Der eindimen- 
sionale Fall wurde in den Arbeiten A. A. Witt [Z. Techn. Physik, Leningrad 4, 
146—157 (1934); dies. Zbl. 8, 233] und S. Strelkov [Techn. Phys. UdSSR 2, 
232 (1935)] untersucht. Ansatz: 


y=4A,u,c008s/,t+ "zZ {P,„sinkA,t + Q.n coskA,t} 
tur iRınsinki,t+ S,ncoski,ty +, 
An=w tue, + u», +, worin w, eine Eigenfrequenz im Falle u = 0 und u, 
die zugehörige Eigenfunktion; P,, bis S,, sind Funktionen der Argumente @, ®. 
Diese Fourierreihe wird in Differentialgleichung und Randbedingung eingesetzt. Die 
nichtlinearen rechten Seiten werden als Fourierreihen geordnet. In der Differential- 
gleichung wird die rechte Seite bei Beschränkung auf u? mit 
= {La Ayn T u? B;n] sin KA}, t T [u Cpn Er u? D;.n] cos kA, t} 


bezeichnet. In Differentialgleichung und Randbedingung hat u sin A, t die Koeffi- 
zienten 


L {Pin} 7 e On Pin T An A {Pın} A 1077 Pın == A, 


' Dieses Randwertproblem ist lösbar, wenn 


Rn ou, =, 
Pu \d8 = 0. 


Hieraus wird A, bestimmt. u cos/,t hat die Koeffizienten 
L {Q, ne ar % On Gin ın Gare 2A, 0 0m En Uns 
A {Qın— won Qın = Oin + 2A On En Un 
Aus der Lösbarkeitsbedingung dieses Randwertproblems wild e, bestimmt. Zur 
Untersuchung der Stabilität wird zu % 
+00 [0,0] [0,0] 
8 7 Su B..i2expi.D uy, I kosti 
k=-o !=0 m=0 
addiert und in bezug auf z linearisiert. Die Summanden ohne u und für k — 0 geben 
Boo = doo Uns Yo = + @ni. Wenn » + w,, folgt Br+0,0= 0. Wenn » = w,, folgt 
im Falle y,= w,i: B_go = d_20 4, | alle übrigen 
im Falle yy = — @,i: Bag = bgo Un J Bro = I 
Konrad Ludwig (Hannover). 
Pleifel, Äke: On Hilbert-Schmidt’s theorem in the theory of partial difierential 
equations._Fysiograf. Sällsk. Lund. Förhdl. 17, Nr. 2, 118. (1947). 

In einer früheren Abhandlung des Verf. [Le probleme spectral de certaines 
equations aux derivees partielles. Ark. Mat., Astron. Fysik 30 A, Nr. 21, 1-47 (1944)] 
p 2 
wurden für die Gleichung © + = g(z,yJu+Aklz,yJu=0 (420) die zu den 


1 oy? = 


[A „av—[Plu, 


In "n 


Bedingungen u = 0 und = — 0 gehörigen Randwertprobleme behandelt. In der 


9 


Zentralblatt für Mathematik. 29. 


130 


vorliegenden Arbeit verallgemeinert Verf. zunächst diese Probleme durch Einfüh- 
rung gewisser Operatoren in einem Hilbertschen Raum. Er führt dann die Greensche 
Funktion G(P, II) [P = (x, y), IT = (€, 7) Punkte des zugrunde gelegten Gebietes Ss 
der x, y-Ebene]der Gleichung Au— q u = 0 ein und untersucht die Hilbert-Schmidt- 
sche Entwicklung von Funktionen des Typs u(I/J) = J @(P, II) k (P) f(P) dx dy. 


Maruhn (Jena). 

Visik, M. J.: Die Methode der orthogonalen Projektionen für selbstadjungierte 
Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 56, 115—118 (1947) 
Russisch]. 
Es al; sich um die erste und zweite bzw. dritte Randwertaufgabe für die 
Differentialgleichung: 
(1) ut u (a a,—b)u=0, 
wobei die Funktionen « (x, y) und b(x, y) im Gebiete @ zweimal stetig differenzierbar 
sind und außerdem g(x, y) — a(x, y)®— b(z, y)? > 0 sein soll. Die Methode knüpft 
an eine Arbeit von H. Weyl [Duke math. J. 7, 411—444 (1940); dies. Zbl. 26, 20] 
an. — Als Elemente eines Hilbertschen Raumes H werden die Funktionentripel 
(f, (2, Y); fol, Y), f(x, Y)) eingeführt, für die der Normbegriff 


(NM) = Ju + afz)? + (fa + Bf)? + (9 — a®— BR) f3] dady 


zugrunde gelegt wird. Insbesondere wird der lineare Unterraum F von H betrachtet, 
der aus den Elementen (f,, f,, f) besteht, wobei f gewissen Stetigkeitsbedingungen 
genügt. Speziell bilden die zweimal stetig differenzierbaren Funktionen { aus F, 
die im Randstreifen von @ Null werden, einen Unterraum Z, fürden = U8®Z 
wird, wenn U die orthogonale Ergänzung von Z in F ist; für die Elemente von U 
gilt dann (1). Die erste Randwertaufgabe besteht nun bei Vorgabe eines Elementes 
(f) aus F in der entsprechenden Zerlegung 


(ie 1 De »— (U Uy u) == ER 6 &) , 

d.h.in der Aufsuchung der Projektion von (f) auf U. — Bildet man ferner di 
orthogonale Ergänzung von F in H, setzt also H=Feay’= UsZey®, so wird 
y" als Unterraum durch die überall dichte Menge der Elemente (y}, 2, y3) erzeugt, 
die stetig differenzierbare Funktionen enthalten, im Randstreifen Null werden und 
der Bedingung 

a, Eu, ayı) |, Albyi) 
(2) a“ Tu + sh a ey 


-ayi—byp—gp=0 


genügen. Setzt man y = U @ y®, so hat der Unterraum y als überall dichte Men 
die Klemente (y,, %s, %3), deren Komponenten stetig differenzierbar sind und der 
Beziehung (2) genügen. Ist ein solches Element y vorgegeben, so liefert seine Pro- 
jektion auf den Unterraum U die Lösung der verallgemeinerten Neumannschen 
Aufgabe. Insbesondere gilt für jedes „glatte‘‘ Element (f) aus F, daß 


> "eu 
lim / E + u (a cos (n x) + b cos (n y))| f(s) ds 
i>00 I 
—= lim A [yı cos (n x) +, cos (n y) + yy (a cosn x + bccos (n y))] f(s) ds, 
>00 I! 
wenn /', den Rand von G, und @, eine von innen nach dem Gebiete @ strebende 
Folge von Gebieten ist, die von glatten Rändern begrenzt sind. Schmeidler. 
Groot, 8. R. de: Un th6or&öme sur les fonetions harmoniques. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 224, 1689—1690 (1947). 
Setzt man im R, 
a 
y%) zu ee Ir +1 hei r 
PR k! eu ayP orr 
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(k=&-+ß-+y), so wird die Relation abgeleitet: 


n! k+n 2n R 
29 Parzez 1 A TERROR, Ve a nern ßy' 
H. Hornich (Wien). 

Kasner, E. and J. de Cieeo: Note on eonjugate harmonie funetions. Amer. 
math. Monthly 54, 405—406 (1947). 

Zur Berechnung der konjugierten Potentialfunktion zu einer gegebenen Poten- 
tialfunktion benötigt man keine Integrationsprozesse, sondern nur elementare Ope- 
rationen, sofern man komplexe Veränderliche benutzt. An diese Bemerkung knüpfen i 
Verff. die Feststellung, daß die konjugierten von rationalen, algebraischen und ganzen 
Potentialfunktionen jeweils wieder rational, algebraisch oder ganz sind, ohne dies 
allerdings für den algebraischen Fall wirklich zu beweisen. Brödel (Jena). 

Bureau, F.: Le problöme de Cauchy et la theorie de la propagation des ondes 
lumineuses dans les milieux eristallins homogönes et uniaxes. C. r. Acad. Sci., Paris 
225, 402—403 (1947). 

Lösung der Differentialgleichung (1) D, D, u = f(x, u, 2, t), wo 

02 @ 02 FERN 0° 02 02 02 
D = + et EI E D; na Ereee r) bendc 
bei vorgegebenen Randbedingungen für die Lösung und ihre Differentialquotienten 
auf einer Hyperfläche. Die Lösung wird als Integral über Elementarlösungen der 
Differentialgleichung (1) dargestellt. J. Meixner (Aachen). 

Ertel, H.: Über die Unstetigkeiten der zweiten Ableitungen des Schwerepotentials 
an Diskontinuitätsflächen der Dichte. Z. angew. Math. Mech. 25/27, 186—189 (1947). 

Bekanntlich sind die zweiten partiellen Ableitungen des Gravitationspotentials 
eines mit Masse erfüllten räumlichen Bereiches an den Diskontinuitätsflächen der 
Dichte (z. B. also am Rande) im allgemeinen nicht stetig. Verf. stellt die Sprung- 
werte der zweiten Ableitungen nach zwei beliebigen Richtungen r und s als Funk- 
tionen des Dichtesprunges und der Winkel (n, r) und (n, s) dar (n Normalenrichtung). 
[Sind r und s zwei Koordinaterrichtungen, so finden sich diese Formeln übrigens 
schon bei E. Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorie, Schwarz-Festschrift 
S. 381 (1914)]. In diesem Zusammenhang ergibt sich auch eine Formel für den 
Sprung der mittleren Krümmung einer Äquipotentialfläche beim Schnitt mit einer 
Sprungfläche der Dichte. Maruhn (Jena). 

Frankl, F. I.: Über eine Familie von partikulären Lösungen der Gleichung von 
Darboux-Trieomi und ihre Anwendung zur angenäherten Bestimmung der kritischen 
Strömung in einer gegebenen plan-parallelen Düse von Laval. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II. s. 56, 683—686 (1947) [Russisch]. 

Es handelt sich um eine angenäherte Lösung (mittels einer endlichen Summe 
von Partikularlösungen) der Randwertaufgabe, welche die Untersuchung der ebenen, 
wirbellosen, adiabatischen Gasströmung aus einer Lavalschen Düse in der Um- 
zebung der (kritischen) Schallgeschwindigkeit darbietet. Dazu benutzt Verf. eine 
Schar von partikulären Lösungen der Differentialgleichung 

op op 
zT op 


=, 


welche Sich, unter anderen, schon in der ersten Veröffentlichung des Ref. über die 
obige Gleichung [Sulle equazioni lineari alle derivate parziali del 2° ordine di tipo 
misto. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V.s. 14, 133—247 (1923)] findet. Es sind 
Lösungen Y, von der Form: 
2n+1 
- STE TIR 9 a ed 
Y,n9)=0 ’ (2): e=|\ FR, 
wo f, gewisse einfache lineare Kombinationen von zwei hypergeometrischen Funk- 
9* 
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tionen mit den „vierten“ Argumenten (1 + ®/o)/2 bezeichnen, deren Gestalt sich 
ändert, je nachdem n = 3m + 1 oder n = 3m — 1 oder n = 3m ist. Während Ref. 
damals nur die beiden ersten Fälle besonders berücksichtigt hat, wird hier auch der 
dritte Fall ausdrücklich behandelt. Außerdem betrachtet Verf. noch eine andere 
partikuläre Lösung der Gleichung, nämlich 


\5— Hs 

n 2752 
) 
(89) "+ m) + —n) 


et Pte, >, 


wo 


nach einer (unveröffentlichten) Mitteilung von S. V. Falkoviö. — In der Abhand- 
lung wird auf eine russische, im Jahre 1947 erschienene Arbeit des Ref. verwiesen, 
bei der es sich anscheinend um eine — dem Ref. untekannte — russische Überset- 
zung der oben zitierten Arbeit handelt. Tricomi (Turin). 

Bureau, F.: Les solutions &l&mentaires des &quations lineaires aux derivees 
partielles totalement hyperboliques d’ordre plus grand que deux et & un nombhre 
impair de variables independantes. ©. r. Acad. Sci., Paris 225, 852 — 854 (1947). 

L’A. chiama totalmente iperbolica un’equazione lineare alle derivate parziali 

e e (7) 
5: ay’ a) u) 
con f(x, ß,y) forma di ordine n pari a coefficienti reali e costanti, tale che la curva 
f(&,ß,1) = 0 sia costituita da n/2 ovali prive di punti comuni eircondanti l’origine. 
Supposto per semplificare che in f(x, ß,y) figurino potenze di y con soli esponenti 
pari, viene data una espressione esplicita della cosiddetta soluzione elementare di 
un’equazione a derivate parziali cosiffatta. La classica formola di reeiprocitä 
applicata a tale soluzione elementare e a una soluzione qualsiasi fornisce, in perfetta 
analogia col caso noto del l’equazione di secondo ordine, una formola risolutiva del 
problema di Cauchy. L’A. aggiunge che tali risultati si estendono senza difficolt& 
al caso di un numero dispari qualsiasi di variabili indipendenti. 
@G. Cimmino (Bologna). 

Ludwig, K.: Das Aufheizen einer Wand dureh eine anlaufende Heizanlage. Inge- 
nieur-Arch. 16, 45—50 (1947). 

L’A. si oceupa del problema del riscaldamento di una parete nell’ipotesi che 
la corrente di calore che investe la parte esposta al riscaldamento sia della forma 
q(1— er«’t). Il problema consiste nella risoluzione della equazione differenziale 


| 
| 
T 
| 
h 
} 
| 
| 


FE N \ 


F od 02 re 
della conduzione del calore ir 5, con le condizioni al contorno 
od s 9 
En hi m [om e-ab t u ku aan 
AMgz)iio a I» Ar un demo 
e la condizione iniziale 9-0 = 0. — L’A. risolve detto problema con due metodi. 


Il primo consiste nel determinare una soluzione particolare che verifica le condizioni 


oo 2 

; R e -ak,t 

al contorno ed aggiungere a questo una serie del tipo N De "008 k„ x dove 
1 


le k, sono soluzioni dell’equazione cotg k 6 = 28 6. Le D, vengono determinate 


dalle condizioni iniziali. E da notare pero che mancha la dimostrazione della comple- 
tezza del sistema {cosk,x }. Per ottenere la soluzione nel caso della risonanza, 
b= k,, viene eseguito un passaggio al limite per b>k,. Tale caso puö anche 
trattarsi direttamente, come viene dimostrato dall’A, dando un’opportuna forma 
all’integrale particolare. — II secondo procedimento & quello della trasformata di 
Laplace, con l’uso della quale si perviene agli stessi risultati. WolfGross (Roma). 
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Integralgleichungen. Integraltransformationen: 
ee SR ERBE ERST ER DEREN 


Parodi, M.: Image de f( (Ve ) ;applieation A la reselution d’une &quation int6grale. 
C. r. Acad. Sci., Paris 224, 91— 92 (1947). 
Detta o () P’immagine di f(t), cioe: 


P)=p H ep! fit) dt 


P’A. esprime Vimmagine di f (Vt. ) in funzione di (p). Come applicazione risolve 
l’equazione integrale in @ (p) 


© -p!z? 


p ji 
je‘ ea)e=9W. 
FG C. Miranda (Napoli). 
Parodi, M.: Sur les solutions d’&quations intögrales dont les noyaux renferment 
des polynomes d’Hermite. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 780—782 (1947). 


Es werden Lösungen der Integralgleichungen 
[e) p?z 


= Nee 


p SORTE PVz — 1 
an | & .nu( " ja v(2)de= 00), n>0 


bzw. =op(p), =29(p), Oo<n<i 

formal mit Hilfe der Laplacetransformation angegeben. Einfache Umformungen 
(vgl.z. B. Doetsch, Tabellen zur Laplace-Transformation, Berlin und Göttingen 
1947; dies. Zbl.29, 45) ohne Konvergenzbetrachtungen. Heinhold (München). 

Parodi, M.: Sur les &quations integrales singulieres ayant des solutions com- 
munes. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 35—36 (1947). 

L’A. cerca la relazione cui deve soddisfare il nucleo K (x, y) perche l’equazione 
integrale singolare in F(y): 


F(y) = Alk 2) F(«) de 


abbia soluzioni indipendenti da A. ©. Miranda (Napoli). 
Parodi, M.: Remarque sur certaines &quations integrales singulißres r&solubles 
par le ealeul symbolique. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 661—662 (1947). 
L’A. mostra che la soluzione dell’equazione integrale singolare della forma 


.d k (x, y) f(x) dx = 9 (y) 


quanco il nucleo ha una immagine (vedi il lavoro precedente), preso in rapporto 
ad ydeltipoy(p)’ +!exp[— zy(p)*] puö esprimersi in funzione di quella dell’equazione 
ottenuta sostituendo al secondo membro g (y) con l’unitä. C. Miranda (Napoli). 
Parodi, M.: Applieation du ealeul symbolique ä la recherche de solutions d’&qua- 
tions integrales. Rev. sci., Paris 85, 41 (1947). 
Si cerca una Die dell’equazione 


ah e 
n=u in 


e fr Byzt—alfe)de= I Harn 


e di un’altra analoga. C. Miranda (Napoli). 
Parodi, M.: Relations integrales entre les fonctions » (t) et u (t, x) de Serge 
Colombo. Rev. sci., Paris 85, 360 (1947). 
Si risolvono aleune equazioni integrali sfruttando dee relazioni integrali fra 
le funzioni » (t) e u. (t, x) di S. Colombo. C. Miranda (Napoli). 
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Parodi, M.: $ur un type d’6quations integro-difförentielles singulitres. | 


sci., Paris 85, 233(1947). 
Si studia l’equazione integro-differenziale 


ze / Ai v(z)dV 2 Sum 7 2a m 


come ROTEN nel senso di Carson dei due membri dell’equazione funzionale 
fe) = Pl + amyn fe). C. Miranda (Napoli). 
Parodi, M.: ae integrales et ealeul symbolique ä deux variables. Rev, 
sci., Paris 85, 550—551 (1947). 
Si dä il concetto di immagine  (p,g) di una funzione di due variabili f(x, %) 


ewd)=Pp ass ePz- au f(x,y) dx dy 


e se ne fanno applicazioni ad equazioni integrali. C. Miranda (Napoli). 

Zaanen, A. C.: On the theory of linear integral equations. VII. Proc. Akad. 
Wet. Amsterdam 50, 357—368 (1947). 

In den ersten sechs Arbeiten der Reihe hat der Verf. die lineare Integralglei- 
chung mit symmetrisierbarem Kern im Hilbertschen Raum behandelt. Die folgenden 
Arbeiten beschäftigen sich mit Systemen von Integralgleichungen, bei denen die 
Matrix der Kerne symmetrisierbar ist: 


(1) D fK, BANN AD) (=k...m. 
ee Indizes bedeuten keine Exponenten.) Dabei ist 4 ein Intervall 
im m-dimensionalen Euklidischen Raum, und x = (%,, . . ., 2,) ist ein Punkt dieses 


Intervalls, ebenso y. |fl?, |g|? und |X,, ‚|? seien in ihren Definitionsintervallen summier- 
bar nach Lebesgue. Es werden zunächst zwei allgemeine Sätze (Theorem 4 und 5) 
über die Beschränktheit von linearen Transformationen der Form 


ee dee VE 


f=1 
und über die Vollstetigkeit einer linearen Integraltransformation 


(2) g’(a) — pi ne 4,,(2, y) Piy) dy G=1,..,R) 
bei vorhandenem = 


„Mut (x, y)®dedy (Wj=l,...n) 


bewiesen. Sodann neicbättigh sich der Verf. in Analogie zu seiner Note II mit dem j 
speziellen Fall, daß die Matrix der Kerne Hermitesch ist, d.h. X, ,(®, y) = Ku (or). j 
Dabei wird das System von Integralgleichungen auf den in Note II behandelten 

Fall der einzelnen Integralgleichung durch folgenden, von Fredholm herrührenden 

Kunstgriff reduziert, der im Falle m = 1, wo wir unter A das Intervall 0 <x <1i 

verstehen können, so vorgeht: Man definiere f(x) und g(x) inO Sx <n durch 


f(0) = f!(0), fix) = fie —i +1) für Per Te 
vn {A in g(a—i+1) für i-1l1<r<si 
und A(z,y) n0 <xz, ysn lrch 
in „ tere BEE 
DW Fe Ale für i—1 es lu, ) 


—= (in allen. anderen Punkten. 


N 
Dann ist die Integraltransformation (2) äquivalent mit g(x - f A(x,y) f(y) dy. 
n 
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Durch Anwendung der Sätze in II ergibt sich nun sofort, daß im Hermiteschen Fall 
jeder Eigenwert } #0 von (1) eine endliche Vielfachheit hat, daß es nur endlich 
oder abzählbar unendlich viele Eigenwerte A, gibt und daß im letzteren Fall A, — 0. 
Ferner sind alle Eigenwerte reell, und die Systeme von Eigenfunktionen, die zu 
verschiedenen Eigenwerten gehören, sind orthogonal, d.h. wenn die of (x) (i=1,...., n) 
zu Ay, @(2) Ü=1,...,n) zu A, gehören, so ist 


Ebenso gelten die Analoga zu den Sätzen der klassischen Theorie über die Lösbarkeit 
von (1), über die Entwickelbarkeit von Funktionen der Gestalt f K,;(®, y) f(y) dy 
4 


und der Lösungen f?(x) in Reihen nach den Eigenfunktionen, sowie über die bilineare 
Entwicklung von X, ,(z, y), ferner über die Minimumseigenschaft der Eigenwerte. 
Doetsch (Freiburg i. Br.). 

Hellsten, Ulf: Determination of the denominator of Fredholm in some types of 
integral equations. Acta math., Uppsala 79, 105—152 (1947). 

Es werden mit ganz elementaren Methoden die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
von gewissen einfachen Kernen berechnet. Das Grundgebiet ist das Quadrat 
0 sxz s10 <sy<s1i. Eswird vorausgesetzt, daß1. K(x, y) oberhalb einer Kurve 
in diesem Quadrat verschwindet, 2. K(x, y) unterhalb gleich 1 oder gleich P (x) Q(y) 


N 
oder von der Form © P,(x) Q,(y) ist. Ist die Kurve die Diagonale, so liegt bei 


n=1 
der Integralgleichung der Volterrasche Fall vor, in dem bekanntlich keine Eigen- 
werte existieren. Verf. betrachtet nun nacheinander folgende Fälle: I. Die Kurve 
ist eine Parallele zur Diagonale, die oberhalb von dieser liegt. II. Die Kurve ist 
eine ganz oberhalb der Diagonale liegende Strecke, die nicht parallel zu ihr ist. 
IIT. Die Kurve ist eine die Diagonale schneidende Strecke. IV. Der Kern ist gleich 1 
zwischen zwei Parallelen zur Diagonale und sonst gleich 0 (symmetrischer Kern). 
V. Es liegt eine beliebige, monoton wachsende, oberhalb der Diagonale liegende 
Kurve vor. Das Prinzip der Methode wird schon am einfachsten Fall: „K(x, y) = 
oberhalb der Geraden y=x+a (0 <a <I1),=1 unterhalb“ völlig klar. Die 
Integralgleichung 1 
p(2) = » | Kay) piy) dy 
hat dann die Gestalt: nn 


y()=A J o(y)dy. 


Aus der durch Differentiation sich ergebenden Gleichung 
ö Aolz+ta) fürü<r<1i—a 
= | 5 für 1—_a<r<1i 
folgt zunächst 
are) DIET, 
dann 
P2 o'(2) =Ayple + a) =Roll) mi— 2a sr s1i—a 
und damit p(x) als Polynom ersten Grades in x und A. So fortfahrend erhält man 
für o(x) in den Intervallen 1— 3a sx <1— 2a usw. Polynome wachsenden 
Grades» bis hin zu dem letzten Intervall 0 <x <1—(n—1)a, wo n durch 
(n—1)a<1<na bestimmt ist. Die Integrationskonstanten sind so zu wählen, 
daß p(x) an den Übergangsstellen stetig wird. — Durch Einsetzen eines speziellen 
Wertes für x zeigt es sich, daß A einer algebraischen Gleichung n-ten Grades genügen 
muß. Man erhält also n Eigenwerte mit zugehörigen Eigenfunktionen. Es zeigt 
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sich ferner, daß die linke Seite der Gleichung für 2 gerade der Nenner in der Fred- 


holmschen Lösung ist. — Die Methoden und Ergebnisse der Arbeit dürften insbeson- 
dere für praktische Zwecke brauchbar sein. Doetsch (Freiburg i. Br.). 
Shen, Yu-Cheng: The identieal vanishing of the Laplace integral. Duke math. 
J. 14, 967-973 (1947). 
Bisher war bekannt: Die Laplace-Transformierte 


(1) fs) = J er"! F(t)dt 


verschwindet identisch, wenn sie in einer horizontalen Punktreihe s, = s,+ 4, 
verschwindet, die äquidistant ist (Lerch) oder allgemeiner, für die D)-- divergiert 


(Wintner). Wie der Verf. richtig bemerkt, gilt der Wintnersche Beweis nur, wenn (1) 
absolut konvergiert. (Anm. des Ref.: Dieser Mangel läßt sich allerdings durch eine 
geringfügige Umformung von (1) in ein absolut konvergentes Integral beheben.) 
Verf. gibt zunächst einen neuen Beweis für den Wintnerschen Satz und erweitert 
ihn dann in folgender Weise: Theorem 3. s, sei ein Konvergenzpunkt von (l). 
Wenn f(s) ineiner Folges,(n=1,2,...)mitRs,>25b>X%s, verschwindet, 


und wenn 
oo 


> (1- HH —H— 3a ) 

a SH—Hra 

mit einem Wert a aus dem IntervallO <a<b— Rs, divergiert, so ver- 
schwindet f(s) identisch. — Hieraus folgt z. B. das identische Verschwinden 


von f(s), wenn f(s) in einer äquidistanten Punktreihe verschwindet, die auf einer 
schrägen (aber nicht vertikalen) Geraden liegt. Die Beweise ergeben sich durch 
konforme Abbildung aus Sätzen über das Verschwinden von Funktionen in einem 
Kreis, die in den Trans. Amer. math. Soc. publiziert werden sollen und die 
laut:n: 
f(z) sei analytisch für |< 1 und genüge der Bedingung 
M h 
f@)| < A jr mit M>0,0>0, 

Dann verschwindet f(z) identisch, wenn es in einer Punktfolge z, der 
reellen Achse mit 


n 
= dl = 2.|) a 


verschwindet; ebenso, wenn es in einer dem Kreis |?2— 1|< 1 angehö- 
renden Folge z, mit 
oo 
2 112,1) = 
n=1 
verschwindet. 

Mit derselben Methode wird erstmalig ein zu dem Lerchschen Satz in gewisser 
Weise analoger Satz über die zweiseitige Laplace-Transformation 

+00 


(2) f(s) = f, est. F(t)dt 


bewiesen: Theorem 4. (2) konvergiere in einem Streifen 4 <NRs<ec, und 
verschwinde in einer Folge s, auf einer Vertikalen 
„=atiy, h<a<o;n=lL2.... 
oo 
Ist |y„|—oo und = e-+lvnl divergent für ein} > ——, so ist f(s) = 0. 
n= iger 


Doetsch (Freiburg i. Br.). 


. 
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Rozet, T. A.: Über die Umkehrfoi me!n einer Klasse von Integraltransformationen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 227—230 (1947) [Russisch]. 

Die von Watson [Proc. London math. Soe., II. s. 35, 156—199 (1933); dies. 
Zbl. 7, 64] inaugurierte Theorie der Integraltransformationen 


() g(x) = J k(x, y) f(y) dy, 


bei denen der Kern nur vom Produkt der Variablen abhängt: k(&, y) = k(x Y), 
läßt sich in eine völlig durchsichtige Gestalt bringen, wenn man die Transformation 
in integrierter Gestalt ansetzt, den Raum L? zugrunde legt und sie dann der Mellin- 
Transformation 


Fe) = ee) =M ff 


mit z= 3 + it unterwirft, wodurch die die Transformation darstellende transzen- 
dente Gleichung in eine algebraische übergeht [Doetsch, Math. Ann. 113, 226—241 
(1936); 117, 106—128 (1939); dics. Zbl. 15, 22, 21, 407]. Die Mellin-Transfor- 
mierte des Kerns k(x y) hat die Gestalt y* K’(z). Verf. betrachtet nun allgemeiner 
Transformationen (1), bei denen der Kern nicht vom Produkt der Variablen ab- 
hängt, sondern eine Funktion von zwei Variablen ist, für die aber die Mellin-Trans- 


oo 
formierte ji x=1k(x, y) dx die Gestalt y®® K(z) hat, so daß k(x, y) selbst sich 
Ö 


vermöge der Umkehrung der Mellin- Transformation in der Form 
e+ ioo 


(2) kay)= [| yo Ke)d = My Kl} 


ce — too 
darstellen läßt. Er stellt ohne Beweis folgenden Satz auf: 

Satz 1. Es sei z=c+it, wo(@)=u(c,t) +tiv(c,t) und n—1<p Su(lc,t) 
<Pp, <rz,— 1; ferner sei K(c + it) €L?(— ©0, ©) und k(x, y) durch (2) definiert. 
Die Transformation (1) ordnet jeder Funktion f(x), die bei allen r aus dem Inter- 
vall (r,, r,) der Bedingung x”"+ f(x) € L?(0, oo) genügt, eine Funktion g(x) mit 
xt g(x) € L?(0, ©) zu. Wird NM} =F, Mg} =@ gesetzt, so gilt G(e) = 
K(z) F(1-+ w(z)). — Darauf wird folgendes bewiesen: 
| Satz 2. I. Für w(z) soll die Bedingung von Satz 1 jetzt für alle c eines Inter- 
_ valles (c,, c,) erfüllt sein. 

II. Es sei 2(£) = U(r,t) +iV (r, t), und für alle r eines Intervalles (r,, r,) sei 
4 —1<g SsUlrt sp <o—1. 

II. oA) +)=Li—1 für Ü=er+it. 

Außerdem sei x°-t k(z, y) € L2(0, ©) für alle c aus (c,,c,) und M{k(x, y)} = 
ye® K(z); ferner A>r— 1, 2""’"Ih,(x, y) € L?(0, ©0) und 

Reha, y)} = y?® oe 
Wird g(x) aus einem f(x), das der Bedingung «”"?f(x) € L? (0, ©) für alle 0 <rı 
<r <r, genügt, durch (1) erzeugt, so erweist sich als notwendig und hinreichend 
dafür, daß die Umkehrformel 


2 Ka) = ar, ] Art, Datı) ay 
gilt, die Bedingung i 
0 —— für 0! sı sE 
Jay) kyOdy=i ra 


für z > E 
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mit | 
k(y,) = Sr n) dm. 

Der Satz wird dazu benutzt, um zu einigen Tntierakkennedonmse hä mit 
Besselfunktionen als Kernen die Umkehrung aufzustellen. Doetsch. 


Rees, M. R.: A theorem of three moments. J. London math. Soc. 22, 124—130 
(1947). 
Notwendig und hinreichend dafür, daß drei Zahlen c,, c], c, die drei ersten 
Momente einer Funktion g(x) sind, deren totale Variation in (—1, 1) höchstens 1 ist: 
+1 +1 
= [ dgl) = 0,2), J las) |<ı, 
: 1 —1 


sind die Bedingungen |c,| S1, |o— 2c| <1, |y—c| + 2jcı] S2, 
il re sch u De [1 —c,) (+ 6 26), 
+o+24,—1Ss[(1+c,)(1—c,+ 265). Doetsch. 
Verblunsky, $.: On the moments of a coneave funetion. J. London math. Soe. 
22, 115—120 (1947). 
Satz 1. p(x) sei eine nicht abnehmende, beschränkte Funktion in (0, 1), ihre 
Momente seien c;: 


1 
(1) c; =, de) (=01....). 


Werden die Zahlen d, durch 5 +1) 5 + 2)d, = Sc, definiert, so ist 
Ö 


(2) a, [ar (x) dx G=01... 


mit einer beschränkten PSCAEN Funktion y(x). (‚Konkav“ ist hier in dem Sinne 
wie sonst „konvex“ gebraucht.) 

Satz 2. Sind die d, durch (2) mit positivem konkaven y(x) definiert und ist 
s=ö +60 +9)d4,-570+Dddı 0=12%.. > co = 2d,, so gilt (1) mit be- 
schränktem, nichtabnehmendem (x). — Aus Satz 2 folgt der Satz von Blaschke 
und Pick [Math. Ann. 77, 290 (1916)], daß eine in (0,1) positive konkave 
Funktion y(xz) sich vermittels einer beschränkten, nichtabnehmenden Funktion 
p(x) in der Form 


ya= [ K (x, t) dp(t) <x<]I) 
0 
darstellen läßt mit 
| ” für x <t<iı 


128 für 0o<St<a. 
Doetsch (Freiburg i. Br.). 
Verblunsky, 8.: On a class of eubies. J. London math. Soc. 22, 120—124 (1947). 
Jedes Polynom f(x) mit reellen Koeffizienten und einem Grad Ss 3, das die 
Bedingung a) a) si für —1szs+l 


erfüllt, kann durch die lineare Transformation 
y=Axz+u(ll—A) mit O<ASI, ul sı 
aus + o(y), + y(y), - x erhalten werden, wo 
1+o(y) =k1—-)?(1—-y)(»y+ 1— 398) mit OsSks23, bl sy, 
Ir) =ArNldw—-d+1?+Ol+H(M— Y%)]mit0 SO S<ı, 
'—ı si 3: 
14 ıW=-4+yliy—d +? +OPR— Du] ende =, 
43+3/3 <I 2 Doetsch (Freiburg i. Br.). 
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Funktionalanalysis ; 


Bochner, $. and Ky Fan: Distributive order preserving operations in partially 
ordered veetor sets. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 168—179 (1947). 
| Let (X) be a vector set with real coefficients which is partially ordered, X >Y 
implying X+Z>2Y+Z and aX >aY for any element Z and any positive 
number a. Furthermore, suppose that any non-decreasing sequence Be which 
is bounded from above, has a least upper bound. However, (W) needs not possess 
a topological structure and needs not form a lattice. Let (CE) denote the set of con- 
tinuous real-valued functions f(f) on the unit interval, with the natural ordering. 
As a generalization of a classical theorem of F. Riesz, the authors prove that any 
distributive order-preserving operation A (f) from (C) to (W) may be represented in 
the form 

1 


A) Ge I) E (dt), 


where E (J) is a finitely additive non-negative interval-function with values in (8). 
Analogous results are then deduced by replaeing the unit-interval by a circum- 
Terence, the real functions by complex functions and the vector set with real 


coefficients by a vector set (%) with complex coefficients, in which, however, an 
adjoint operation X — X* is defined such that the self-adjoint elements form 
a real vector set of the above type. These results enable the authors to derive, by 
standard methods, the obvious generalizations of the Hausdorff and the trigono- 
metrical moment problems. Bela de 8z. Nagy (Szeged). 

Nikodym, O.: Remarques sur les integrales de M. Jean-Louis Destouches con- 
sider&es dans sa theorie des previsions. C. r. Acad. Sci., Paris 225, 479—481 (1947). 

Soit (7) une tribu abstraite, denombrablement additive de Boole. Soit x (a) 
une fonction definie sur (T) et ayant pour valeurs des vecteurs d’un espace de 
Banach (B). Supposons de plus que N y(b,) converge toujours, quelle que soit la 
suite infinie b,€ (7) d’elements disjoints. a, etant un el&ment #0 de (T), x (a) 
est integrable sur a, suivant M. Destouches, lorsqu’il existe un yE(B) tel que, 
quel que soit e >0, il existe une decomposition denombrable (d.d.) D de a, telle 
que pour toute sous-d.d. D’ de D on ait 

Iy— Faer x(a)|| ze: 

On demontre que, dans ce cas, il n’existe qu’un seul tel y; il s’appelle l!int&grale 
de y (a) sur a, (cf. J.-L. Destouches, Corpuscules et syst&mes de corpuscules. I., 
Paris 1941, p. 246; ce Zbl. 25, 285). — La presente note a pour but d’etablir 
d’une maniere precise les propriet6ös fondamentales de cette notion d’integrale et 
cela en s’appuyant sur un theor&me de W. Orliez sur les series N», (x, € (B)), 
convergentes, quel que soit l’arrangement des termes. On montre, en partieulier, 
que l’integrale est denombrablement additive. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Schatten, R.: On projeetions with bound 1. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 
321—325 (1947). 

Continuating his investigations on the direct product of Banach spaces [cf. 
Trans. Amer. math. Soc. 53, 195—217, 54, 498—506 (1943); Ann. Math., Princeton, 
II.s. 47, 73—84 (1946) and a paper in collaboration with J. von Neumann, 
Ann. Math., Princeton, II. s. 47, 603—630 (1946)] the author proves the following 
theorems. B and & being two Banach spaces, denote by ® ®, € their direct pro- 
duct provided with the „greatest crossnorm“. Theorem 1: B is a Hilbert space if 
and only if M&,M* CB 8, M* for any two-dimensional linear manifold MC ® 
and its conjugate M*. Theorem 2: Let M, and WM, be subspaces of the Banach 
spaces ®, and ®, respectively. In order that there exist a projection of ®, on Mi; 
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and a projection of ®, on M,, both with bound 1, it is necessary and sufficient 
that M,®&,M, CB, ®,%, and that there exists a projection of B,®, ®, on 
M,®,M, with bound 1. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Riekart, €. H.: The singular elements of a Banach algebra. Duke math. J. 14 
1063—1077 (1947). 

L’Au. dit qu’un el&ment x d’une algebre de Banach B ayant un element unite 
est singulier s’il n’admet pas d’inverse dans B; il dit que x est un diviseur de 
z6ro gen6ralise & gauche (droite) s’il existe une suite (z,) d’elements de 
norme 1 pour laquelle x, (resp. z, x) tend vers 0; un &l&ment qui n’est pas diviseur de 0 
göneralis6 est dit quasi-regulier, et on dit que B est propre si tout el&ment quasi- 
regulier admet un inverse. L’Au. montre que l’ensemble H des elements quasi- 
röguliers est ouvert, et en deduit que B est propre si H est connexe ou si l’ensemble $ 
des el&ments singuliers est de premiere categorie. Si B est une algebre de Banach 
admettant une anti-involution x — x* bornee et telle que tout element auto-adjoint 
ait un spectre reel, alors B est propre. Enfin l’Au. etudie le probleme d’immersion 
d’une algebre de Banach B quelconque dans une algebre de Banach B’ telle que 
tout element quasi-regulier de B soit inversible dans B’. Il montre que c’est possible 
(par extension de la methode classique en Algebre pour traiter le probleme analogue), 
lorsque B est commutative et que l’on a ||«?|| = ||x)!?; on peut en outre alors faire 
en sorte que l’extension B’ soit propre. Toute algebre de fonctions complexes 
continues sur un espace compact satisfait & la condition pr&eeedente; l’Au. donne 
une construction differente d’une extension B’ pour ce cas particulier. 

J. Dieudonne (Nancy). 

Milman, D.: Charakterisierung der Extremalpunkte einer regulär-konvexen 
Menge. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 119—122 (1947) [Russisch]. 

Eine Menge K des konjugierten Raumes K* eines komplexen Banachraumes R 
heißt regulär konvex, wenn sich zu jedem f, &K ein zER angeben läßt mit 
Ne f(x) Br Ne f(x). fo heißt Extremalpunkt der regulär konvexen Menge K, 

ve 


wenn es keine @, win K gibt mit , = %$(@ + y). Es wird eine Reihe von Sätzen 
über Extremalpunkte bewiesen: Ist 7 eine beschränkte Menge in R*, T ihre ab- 
geschlossene Hülle im Sinne der schwachen Topologie, so gehört die Menge aller 
Extremalpunkte der regulärkonvexen Hülle X, von T zu T. Der Punkt fo einer 
beschränkten segulärkonvexen Menge K ist dann und nur dann extremal, wenn die 
regulärkonvexe Hülle jeder topologisch abgeschlossenen Teilmenge von K, die f, 
nicht enthält, ebenfalls f, nicht enthält. Ist M eine Menge von A*, so heißtf€ M 
ein Punkt der 7’-Grenze I’ von M, wenn man zu jeder Umgebung U(f) ein zeR 


angeben kann, so daß max Ne g(x) nicht in M— U(f) erreicht wird. Die T-Grenze /’ 


ueM 
einer beschränkten und abgeschlossenen Menge M ist die Abschließung der Menge 
der Extremalpunkte von Kr Anwendungen auf die Menge der Maximalideale 
eines normierten Ringes. @G. Köthe (Mainz). 

Hille, E.: Sur les semi-groupes analytiques. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 445—447 
(1947). 

Une famille & un paramötre T(E) (0 <E <oo) de transformations borndes 
d’un espace complexe de Banach 3 s’appelle un semi-groupe si 7'(£,) T (&,) 
= T(&, + £&,). On suppose que T'(£) est une fonction continue de £ (au sens fort). 
Pour cela il suffit, dans le cas otı ® est separable, que 7 (£) soit faiblement mesurable. 
Si l’on suppose encore que lm 7 (£)= I, alors on peut montrer que T(£) admet 


Ee>0 


une „gen£ratrice infinitösimale‘“ 
A = lim [T7()— IJJE 
g$>0 


ayant un domaine dense dans ®. Le spectre de A peut remplir un demi-plan gauche. — 
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Inversement, toute transformation A de ® en lui-möme, qui est iindaire, fermee, ä 
domaine dense, et dont la r&solvante R (A,A) est holomorphe dans le demi-plan 
R(A)>0 et telle que ||aR (o +it,4)|| Si, engendre un semi:groupe T(£,A) 
tel que ||7(£,A) || < 1. On n’a qu’ä poser: 
Be % 

Teer]; 
relation lie aux formules d’inversion de M. M. Post et Widder pour la trans- 
formation de Laplace. — L’au. donne des indications sur le cas ou T(E,A) est 
une fonction analytique de £, ainsi que sur le domaine dans le plan complexe auquel 
elle peut &tre prolongee. Les criteres obtenus font intervenir, d’une maniere essen- 
tielle, la fonetion de support de l’enveloppe convexe du spectre de A. 

Bela de 82. Nagy (Szeged). 

Cooper, L. B.: One-parameter semigroups of isometrie operators in Hilbert space. 
Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 827—842 (1947). 

Stone’s well known theorem on one-parameter unitary groups of the Hilbert 
space H asserts that such a group possesses a selfadjoint operator as infinitesimal 
generator. The author considers, more generally, one-parameter semigroups 
{U(t)} (t >0) of isometric operators with all Hilbert space as a domain, but with 
a range depending on t and not necessarily coineiding with H. It is supposed, 
more precisely, that U(t) U(s) =U(t-+s) for t,s >20, U(0)=I and that 
(U(t) f, g) is a measurable function of tfor allf,g. Itis then shown that the semi- 
group {U(t)} possesses amaximal symmetric operator as infinitesimal operator. 
The means employed include a theory of differential equations of Schrödinger type 
in Hilbert space. — A simple example of such a semigroup in the Hilbert space 
L?(0,00) is the following: U(t) f(x) = f(x —1t) for x Zt and Uf(t) f(x) = 0 for 
0 <xr<t. The corresponding infinitesimal operator is i (d/d«). This example turns 
out to be a characteristic one: indeed, every semigroup of the type considered 
splits the space H into orthogonal subspaces reducing {U(t)} such that the corre- 
sponding infinitesimal operator is a maximal symmetric operator like i (d/d«), 
plus a further subspace in which U(t) is unitary. — It is also shown that the space 
H can be imbedded in another Hilbert space H’ in which there exists a group {U’ (t) } 
of unitary operators such that, for each fe H, U(t) fis the orthogonal projection 
on H of the element U’‘(t)fof H’. Cf. also A. Plessner [C.r. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 25, 710—712 (1939); this Zbl. 22, 357]. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Kalisch, G. K.: On p-adie Hilbert spaces. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 
180—192 (1947). 

Betrachtet werden die endlichen Vektorräume und der aus allen Vektoren 
(9592. :) mit IQ, | —> 0 bestehende Hilbertsche Raum über einem nichtarchimedisch 
bewerteten Körper Sl. Es wird gezeigt, daß unter gewissen einschränkenden Vor- 
aussetzungen über fl die genannten Räume leicht axiomatisch durch die Forderung 
der Existenz eines symmetrischen, bilinearen inneren Produkts und die üblichen 
topologischen Bedingungen charakterisiert werden können. Außerdem wird (immer 
für die betrachteten speziellen Grundkörper ft) ein Spektraltheorem für total stetige, 
symmetrische Operatoren bewiesen. Auch werden einige Sätze besprochen, die zwar 
für den Grundkörper $t aller komplexen Zahlen, nicht mehr aber für archimedisch 
bewertete Grundkörper gelten. — Wie das Literaturverzeichnis zeigt, scheint Verf. 
die ähnliche Fragen behandelnde Arbeit: Ähnlichkeitstransformation unendlicher 
Matrizen in archimedisch bewerteten, perfekten Körpern von A. Weissfloch 
(Dissertation, Erlangen 1938) entgangen zu sein. Krull (Bonn). 

Krein, M.: The theory cf self-adjoint extensions of semi-bounded Hermitian 
transformations and its applieations. I. Mat. Sbornik, II. s. 20, 431 — 490 
und engl. Zusammenfassung 491—495 (1947) [Russisch]. 

Let T be a semi-bounded below (Hermitian) symmetric transformation of 
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Hilbert space $, i.e. such that m (T)) = inf (Tf, f) /(, ) >— ©, the element f 
running over the domain ®(T) of T, dense in 9. J. von Neumann has conjec- 
tured and M.H. Stone and K. Friedrichs have proved that then there exists 
a self-adjoint extension T of T such that m (T) = m(T) [cf. Stone, Linear trans- 
formations in Hilbert space. New York 1932, p. 387; this Zbl. 5, 400; Fried- 
richs, Math. Ann. 109, 465—487 (1934); this Zbl. 8, 392]. But the question of 
the uniqueness of such an extension has not yet been investigated. The present 
paper answers this question by determinirg and investigating all self-adjoint ex- 
tensions 7’ of T for which m (7) >c, where c is a given number not exceeding 
m(T). It is evidently suff’eient to consider only a closed 7. Replaeing 7 
by the positive transformatiin $= T—cI, one has to consider all positive 
self-adjoint extensions S of $. This problem is attacked as follows. One forms 
A = (I— 8) (I + 8), which is a symmetric transformation with a (closed) 
subspace D®(A) as domain and for which ||A|| <1. ®D(A) ccincides with the 
whole space 9 if and only if $ is self-adjoint. If it is not, then to every positive 
self-adjoint extension S of $ there corresponds a self-adjoint extension 
d= (I S) (I + 8)! of A such that D(A)= Hand ||A|| <1. Conversely, to every 
self-adjoint extension A of A with ||4|| S1 there corresponds the positive self- 
adjoint extension $= (I —A)(I+Ä)"! ofS, which implies that A= (/— 8) 
- (I + 8)-1. — Thus the problem of all positive self-adjoint extensions of $ is 
reduced to the problem of all self-adjoint extensions of norm < 1 of the bounded 
symmetric transformation A with a closed domain D(4) #9 and with |/A4|| Si. 
This problem is solved for an arbitrary A (not only for those derived from an 
S). It is shown that the set B(A) of allsuch extensions of A is non-void; more- 
over, it contains two transformations A, and A,, such that a self-adjoint B be- 
longs to B(A) if and only if A, sB sA,. [It follows that the set ®(S) of 
all positive self-adjoint extensions of S contains two transformations, 
S. and Syn such that a self-adjoint 8’ belongs to ®($S) if and 
only if ($, tal) I sS(S’ +al)ts(S,), +al)t, where a is an arbitrary 
fixed positive number. Some criteria for the uniqueness are then given. 
One of them is the following: In order that ®(S) should consist of a 
single transformation, it is necessary and sufficient that 


int (S/, DO? 0 VERS), 
for every element @ = 0 of the subspace N, orthogonal to the range of S-+al. 
Therefore the condition m (S5) = 0 is necessary, but the author shows, that it is 
not sufficient, even if 8 is prime, i. e. if there exists no non-trivial subspace 
of 9 which reduces $ and in which $ is self-adjoint. — The different extensions 
of 8 are investigated also in the light of the theory of semi-bounded quadratie 
forms due to Friedrichs (l.c.). 7 being a semi-bounded below transformation, 
we say that the sequence {f„}C DT) is T-convergent to the T-limit fif f,—f 
and (T(f,— f)5 fn— fm) > 0 for m,n—00. Denote by © [7] the set of all possible 
T-limits; D[TIJID(T). If f,g are the T-limits of {f,} {g,} CD (T), then 
lim (7’/,, 9,) exists, depends only on f and g; denote it by T [f,g]. (This is the 
elosure in the sense of Friedrichs, of the form (7f, g), originally defined in ® (T).)— 
Using these terms, the following theorem is obtained: Among all semi-bounded 


self-adjoint extensions 8 of the positive symmetric 8, only S, pos- 
sesses the property that D(S)CDL[S], and for this extension: 
DS, SD [8], S.[hel=SIhgl for f,ge®l[s]. For every Se B(8): 
DISC DIIC DS) and S,f= Sylhfl tor FED. 
S, is thus identical with the extension obtained by the method of Friedrichs. — 
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It follows a thorough study of the case m (S) > 0, in partieular if N, is of finite 
dimension n,i.e. if the definicieney indices of S are (n, n) with a finite n. One of 
the results obtained is the following: If $ (with m (S) > 0) possesses a self-adjoint 
extension S with a discrete spectrum, then S, has also a discrete spectrum, and 
if the proper values A are arranged in increasing order (each counted according to its 
(finite) multiplieity), then ,(8) S2,(8,) G=1,2,...); Sy, has also a discrete 
spectrum but with respect to the subspace orthogonal to the set of all the zeros 
of Sy - En< 00, then S,, has a discrete spectrum also in 9 and A, (5) ) 24 (8): — 
Symmetrie (closed) transformations 7 with a spectral gap (a, b), i.e. for which 


D\ ‚| b— ; 
\(# _ = )r — un = | f||, may be dealt with along analogous lines. Let in 


particular (a,d) = (—1,1), then |4f|| Z||/||. The problem of all self-adjoint 
extensions H of H having the same spectral gap is equivalent to the problem of all 
self-adjoint extensions A with A || 1 0f the symmetrie transformation A = H-. 
The latter problem being already solved for an arbitrary A (with ||A||< 1), one ob- 
tains a new proof of Calkin’s theorem [Duke math. J. 7, 504-508 (1940); this 
Zbl. 24, 123], asserting the existence of such an H. — The results of this paper 
were partially announced (without proofs) in a note of the author in the Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II. s. 48, 303—306 (1945). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Krasnoselskij, M. A.: Über die Defektzahlen abgeschlossener Operatoren. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, 11. s. 56, 559—561 (1947) [Russisch]. 

Es sei @ ein zusammenhängendes Gebiet der komplexen A-Ebene und U,(1 EG) 
eine Schar eineindeutiger stetiger und linearer Abbildungen des festen Unter- 
raumes L des Hilbertschen Raumes H auf den von A abhängigen Unterraum L;. 
Hängt U, stetig von } ab, d.h. gilt lim ||U,—U,||=0, so wird gezeigt, daß die 


n—4 

Dimension des orthogonalen Komplements 7 — L, konstant ist. — Es sei nun A 
eine beliebige abgeschlossene lineare Transformation von ZH mit dem Definitions- 
bereich D,. Wie bekannt, ist die Menge Rm(A) der „regulären“ Punkte A, d.h. 
für die A—/) I eine beschränkte Inverse zuläßt, eine offene Menge. Ist @ ein zu- 
sammenhängendes Teilgebiet von Rm (4) und ist A, ein fester Punkt von G, so 
genügt die Schar U, = (A— 41) (A— 4,1)! (für A€@) allen Voraussetzungen des 
obigen Satzes, und zwar mit ,=(A—AI)D, und L=L,. Also ist die 
Dimension von H—L, von A unabhängig; Verf. nennt sie die zu @ gehörige 
Defektzahl von A. — Im Falle einer symmetrischen Transformation A kann 
man für G die obere oder die untere komplexe Halbebene wählen, die zugehörigen 
Defektzahlen sind gleich den von J.v. Neumann eingeführten Defektindizes. 
Gehört aber auch ein Punkt der reellen Achse A zu Em (4A), d.h. hat das Spek- 
trum von A eine „Lücke“, so ist R m (A) zusammenhängend, und es gibt also eine 
einzige Defektzahl: A besitzt dann eine selbstadjungierte Fortsetzung [vgl. Calkin, 
Duke Math. J. 7, 504—508 (1940); dies. Zbl. 24, 123, und M. G. Krein, vorsteh. 
Referat]. Bela v. 82. Nagy (Szeged). 


Cameron, R. H. and W. T. Martin: The orthogonal development of non-linear 
funetionzls in series of Fourier-Hermite funetionals. Ann. Math., Princeton, 11. s. 
48, 385—392 (1947). 

Die Arbeit will den nicht-linearen Funktionalen und Operatoren die Hilfsmittel 
der Ortkogonalreihen und des Hilbertschen Raumes erschließen. Sie geht davon 
aus, daß die mit a" e-“°l2 vervielfachten, passend genormten Hermiteschen Poly- 
nome H,(u) (n= 0,1,2,...) in (—00, 00) eine vollständige orthonormale Schar 
(o.-n.S.) bilden. C bedeute den Raum der reellen Funktionen z(t), dieauf 0 st s1 
stetig sind und bei {= 0 verschwinden. Es sei B,6t p=L2,# 2) ee 0..n.8. 
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reeller, zu Z, (0,1) gehöriger Funktionen, und man erkläre 


1 
a) Du.) = H, f a, ()dz 0) m=0,1,2,...), 
0 
In, en (2) = Das, ı(®)... Ds, v (2). 


Die Funktionale Y bilden, wie Verf. zeigt, eine o.-n.S.; er weist für sie ferner die 


Besselsche Ungleichung und den Satz von der besten Annäherung nach. Das Haupt- 
ergebnis seiner Untersuchung ist der Satz: Die Fourier-Hermitesche (F.H.) Reihe 


“5 Ama, RP. P ns v3 „m,(®); Ans Bern 2’ FI x] Pan, en p (x) dx 


Mr. um N 
irgendeines reellen oder komplexen Funktionals F[x] von L,(C) strebt im Sinne 
L,(C) gegen F[x]. Verf. beweist ihn zunächst für eine besondere Klasse von Funk- 
tionalen, nämlich die n-stufigen von der Gestalt 

1 


1 
(2) F(x) = ER dx(t),..., Sn) FR) 3 


0 


wobei f(ü,, - . .,%,) exp (- > h 53 uf) zur Klasse L,(— 00, 00) gehört. Aus diesem 
=1 

Sonderfalle und dem Hilfssatze, daß die Funktionale (2) in Z,(C) überall dicht liegen, 
folgert er den Hauptsatz. Er leitet weiter die Parsevalsche Formel her und erweist 
L,(C) als Hilbertschen Raum. — Geeignete Wahl der x, (t) in (1) führt zu den Haar- 
schen Funktionen. Mit ihnen vereinfachen sich die Integrale in den F.H. Funktio- 
nalen zu Summen; daher bedarf es zu der Entwicklung von F[r] an einer bestimmten 
Stelle x keiner Integration. Koschmieder (Graz). 

Nagy, Bela de Sz.: Expansion theorems of Paley-Wiener type. Duke math. J. 
14, 975—978 (1947). 

In Verschärfung von Resultaten von R. P. Boas [Trans. Amer. math. Soc. 48, 
467—487 (1940); dies. Zbl. 25, 257] und H. Pollard [Ann. Math., Princeton, II. s. 
45, 738—739 (1944)] wird bewiesen: f, und g,„ seien Folgen von Elementen des 
Hilbertschen Raumes H und es gelte für alle endlichen Linearkombinationen 
yo= Na, vy= Na,g, die Ungleichung 
IP-Yl? Sale? + 2 Ielliipll + Ip 0 SA» S10 sau SA) (lm). 
Ist dann f, ein in H vollständiges System, so ist es auch g,. Ist f, überdies ein Ortho- 
normalsystem, so gibt es zu g,„ ein Biorthonormalsystem A, und jedes u € H hat die 
Entwicklungen u = I (u, h,) 9n = 3 (u, g,)h, mit 


ER 


<YE [wA)E S- |ull, m || SYETIm WE SM |u) 


m 


u | 


1 

al 
m und M die Nullstellen von (1 —-A)—2(1+ u) + (1—»)x?. Ergibt sich in 
einfacher Weise durch Untersuchung der linearen Transformation T(YNa, 1.) 
= a, 9, mit den Mitteln der Theorie des Hilbertschen Raumes. @. Köthe (Mainz). 

Dowker, Yael Naim: Invariant measure and the ergodie theorems. Duke math. J 
14, 1051—1061 (1947). 

S sei eine Menge, F eine Borelfamilie von Teilmengen A von 8, m(A) ein Maß, 
d.h. eine abzählbar additive nichtnegative Mengenfunktion auf F mit m($) =1. 
T sei eine eineindeutige meßbare Abbildung von 8 auf sich, d.h. TA und T-14 
sind für jedes A meßbar. Das Maß m heißt potentiell invariant bezüglich 7, wenn 
es eine Maßfunktion zu(4) gibt mit u(A) = u(T-14A) (also ein invariantes Maß) 
und (A) = O nur, wenn m(A) = 0 (dies wird als u & m geschrieben). Es gibt dann 
immer ein „kleinstes‘“ solches invariantes Maß M & m, das sich als Grenzfunktion - 


- en | 
M (A) der Folge M, (A) = a4 z m (TA) ergibt. Es gilt folgende Verallgemeinerung 


. 
i 
. 


. 


u 
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des Birkhoffschen Ergodensatzes: Ist m potentiell invariant, f(x) eine nichtnegative 
m-meßbare Funktion auf S, so konvergiert die Folge T,f = F,(«) -- "TE lTie) 
fast überall gegen eine endliche Grenzfunktion oder gegen + oo. Ist f(x) in L, (u) 
(also u-meßbar und in der ersten Potenz u-integrabel), so ist 7”, |f|eine fast überall 
beschränkte Folge. Es gelten die folgenden Umkehrsätze der beiden Ergodensätze: 
1. Ist 7’ meßbar und konvergieren für jedes f(x) € L, (m) die Mittel F (x) fast überall 
gegen eine Grenzfunktion, so ist m potentiellinvariant. 2. Ist 7’ meßbar, m(T-14)=0, 
wenn m(4) = 0 ist, folgt aus FEL,(m) (p > 1) stets f(Tx) € L,(m) und konver- 
gieren die Mittel F,(x) von f der Norm nach gegen eine Grenzfunktion, so ist m 
potentiell invariant. — Aus den M,„(4) läßt sich übrigens in jedem Fall ein endlich 
additives invariantes Maß bilden. Ist lim sup M,(4A,) > 0 für jede absteigende 


n 
Folge meßbarer A, mit leerem Durchschnitt, so ist M (A) abzählbar additiv und m 
potentiell invariant. Eingehende Aussagen über die gegenseitige Abhängigkeit des 
Birkhoffschen und des von Neumannschen Ergodensatzes ergeben sich daraus. 
@G. Köthe (Mainz). 
Praktische Analysis: 


Morgantini, Edmondo: Teoria dei nomegrammi a punti allineati ed a seale 
rettilinee, dal punto di vista delle eorrispondenze plurilineari tra forme di prima 
specie. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 19, 3--6 (1947). | | 

Übersicht über eine Neubearbeitung der Theorie der Fluchtlinien-Nomogramme 
mit geradlinigen Skalen vom projektiven Standpunkte aus unter Berücksichtigung 
der Theorie der Trilinearformen. Der Inhalt der fünf Kapitel wird im einzelnen 
angegeben. Willers (Dresden). 

Boulanger, G.: Un mode de representation schömatique de la structure des 
abaques & plans mobiles superposes. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 181—183 (1947). 

Verf. gibt eine symbolische Darstellung für Nomogramme aus beweglichen 
Kurvenblättern an. Es werden auf je einer horizontalen Geraden eines Quadrat- 
netzes die Symbole für ein einzelnes Kurvenblatt und auf je einer vertikalen Geraden 
die Symbole für die gleichen Berührungen bzw. Schnittpunkte der Kurven ver- 
schiedener Blätter angeordnet. R. Ludwig (Braunschweig). 

Boulanger, 6.: Sur la elassifieation des formes. Terminologie. C.r. Acad. Sci., 
Paris 224, 1693—1694 (1947). 

Verf. gibt unter Hinweis auf eine frühere Arbeit (s. vorsteh. Referat) eine Termi- 
nologie an für sog. „Formen“ als Strukturschemen für Nomogramme aus überla- 
gerten Kurvenblättern. — Als Grundelement jeder nomographischen Darstellung 
betrachtet Verf. die bezifferte oder unbezifferte Kurve. Je nachdem, ob alle Elemente 
bezifferte Kurven oder einzelne zu Punkten entartet sind, werden vollständige, 
entartete Formen usw. unterschieden. Weiterhin werden die Formen gegliedert 
nach der Art der Berührungen und Schnittpunkte der Kurven verschiedener Blätter 
und nach der Art der Abhängigkeit der Blätter voneinander. R. Ludwig. 

e Comrie, L. J.: Chambers’s fourfigure mathematiealtables. Edinburg u. London: 
W. u. R. Chambers Ltd. 1947. Preis: in blauem Umschlag 5, in Leinwand geb. 6 Sh. 

Nej£uler, L. Ja.: Bemerkungen zur Tabellierung. Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. 
Inst. S{ekloif 20, 113-116 (1947) [Russisch]. 

Eine-Multiplikationstafel für das Produkt zweier beliebiger vierstelliger Zahlen 
hat gewöhnlich beträchtliche Ausmaße. Verf. gibt ein Schema für die Aufstellung 
einer Mwfltiplikationstafel an, die leicht zu handhaben ist und kleivere Ausmaße 
besitzt. Es genügt, die Tabellen der Produkte AB, B=1,2,..., 100, wobei A 
nur eine beliebige durch 3 teilbare Zahl zwischen 1000 und 10000 ist, aufzustellen. 
Es werden einige Varianten für eine bessere Ausnützung der Tafel und eventuelle 
Anwendungen gegeben. L. Cesari (Bologna). 
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Nejäuler, L. Ja.: Über die Tabellierung von Funktionen dreier Veränderlichen, 


2 


Akad. Nauk SSSR, Trudy mat. Inst. Stekloff 20, 87—108 (1947) [Russisch]. E 
‘Die Aufstellung von Funktionentafeln von drei oder mehr Veränderlichen, 4 
d.h. die Aufstellung von Tafeln mit drei oder mehr Eingängen, bietet oft beträcht- j 
liche praktische Schwierigkeiten. Verf. zieht jene Funktionen mit drei oder mehr 


Veränderlichen in Betracht, die als die Superposition von Funktionen von nur 
zwei Veränderlichen angesehen werden können; diese Funktionen lassen sich in 
Tafeln mit nur zwei Eingängen tabulieren. Verf. nennt die Funktionen, die die 
Superposition von k Funktionen von zwei Veränderlichen sind, k-gliedrig. Demnach 
sind 1-gliedrig die gewöhnlichen Funktionen von zwei Veränderlichen 9 (x, %), 
2-gliedrig die Funktionen des Typs f(x; 23; 23) = y [pP (z,, 2,), %,]; 3-gliedrig 
die des Typs f(x), &, 23) =F {t [n (2,, &,), &,], x,}, oderf(z,, 23,2) =® [f (=, %;)» 
f.(x;, &,)], usw., wo i,j,k beliebige Permutationen der Zahlen 1,2, 3 sind. Verf. 


1 


gibt eine analytische Charakterisierung der betrachteten 2- und 3-gliedrigen Funk- 


tionen und schlägt zahlreiche Einzelheiten und praktische Tabellierung dieser 
Funktionen vor, die auch mit Beispielen behandelt werden. L. Cesari (Bologna). 

Nejschuler, L. L: Über den Aufbau k-gliedriger Tafeln für Funktionen von n 
(n > 3) Veränderlichen mit möglichst wenig Eingängen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II.s. 56, 343—346 (1947) [Russisch]. 

Anschließend an frühere Arbeiten über die Tabellierung von Funktionen von 
3 bis 6 Variablen wird die Möglichkeit der Aufzeichnung gewisser Funktionen von 
n Variablen in Gruppen von zwei- bzw. dreidimensionalen Tabellen mit möglichst 
wenig Eingängen untersucht. Die Gesamttabelle muß mindestens (n — 1)-gliedrig 
sein. Behandelt werden Funktionen der Form: A 


I. u = nr a Is(fe (fı (zi,; zu); x); x) TR . 
U. u=f,„-ıl: Ill li, Li) fl, 2) .2,) aaa (Zins Ki.) 

111. Mischformen. — Während sich die Tabellierung der Formen Iund Il aufeine 
Gruppe von zweidimensionalen Tafeln zurückführen läßt, müssen bei III dreidimen- 
sionale zur Hilfe genommen werden. Die geringste Zahl der Eingänge bei 2n Argu- 
menten ist für I2an—1+E ch 


Zulassung von auch dreidimensionalen Tafeln für alle drei Fälle bei m Argumenten 
m+3 i “ : 5 5 4 
m—I1-+E : ‚ wo Ex die größte in x enthaltene ganze Zahl ist. Bei allen 


In’ Sam Fan s 3 
bei Zulassung von nur zweidimensionalen, bei 


Tafeln kann man auch bei Vorgabe des Funktionswertes und des Wertes von 
irgend n— 1 Variablen den Wert der n-ten entnehmen. An zwei Beispielen werden 
die Resultate erläutert. Die Überlegungen sind auch für die Anordnung von 
Nomogrammen solcher Funktionen von Bedeutung. Willers. 


Bodewig, E.: Bericht über die verschiedenen Methoden zur Lösung eines Systems 
linearer Gleiehungen mit reellen Koeflizienten. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 
930—941 (1947). 

Zweck dieser Mitteilungen ist in der Hauptsache, für die verschiedenen Methoden 
die Anzahl der zur Lösung notwendigen Operationen anzugeben, ferner die Methoden 
zu klassifizieren und auf ihren eigentlichen Kern zurückzuführen. Beginnend mit 
den direkten Methoden zur Berechnung bestimmter Lösungen wird zunächst die 
Methode von Gauß behandelt. Sie erfordert bei n Gleichungen 4 n (n?— 1) + n? 
Multiplikationen und $n (n— 1) (2n + 5) Additionen. Bei symmetrischen Syste- 
men vermindert sich die Anzahl auf 4» (n® + 9n— 4) Multiplikationen und 
in (n—1)(n + 7) Additionen. Dabei handelt es sich um die Addition oder 
Subtraktion zweier Zahlen; bei Anwendung des verkürzten Gaußschen Schemas 
würde man zu weniger Additionen kommen. Nicht berücksichtigt ist die zur Kon- 
trolle unbedingt nötige Summenspalte. Die Methode kommt im wesentlichen darauf 
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hinaus, daß die Koeffizientenmatrix A mit einer rechten Dreiecksmatrix D, (rechts 
der Hauptdiagonale sind alle Glieder Null) mit den Diagonalelementen 1 multipliziert 
wird, wodurch eine linke Dreiecksmatrix ®, entsteht. — Die Methode von Cholesky, 
die nur auf symmetrische Systeme anwendbar ist, erfordert 4n (n? + 9n + 2) 
Multiplikationen und 4 n (rn — 1) (n + 7) Additionen, sie hat den Vorteil geringerer 
Schreibarbeit. — Zu den direkten Methoden mit unbestimmten Lösungen, d.h. 
Methoden, die die Einflußzahlen bzw. die reziproke Matrix W-1 liefern, werden zu- 
nächst die Berechnungen mittels der Relation von Schur gezählt, die zur Bestim- 
mung von A! n3 Multiplikationen und n?— 2n2 + 2 Additionen erfordern. Dazu 
kommen für die Lösung eines Gleichungssystemes noch n? Multiplikationen und 
n(n — 1) Additionen. Das Verfahren wird bei Gleichungssystemen mit der gleichen 
K.oeffizientenmatrix dann vorteilhafter als das von Gauß, wenn man mehr als n/3 
Systeme hat. Willers (Dresden). 

Bodewig, E.: Bericht über die verschiedenen Methoden zur Lösung eines Systems 
linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten. II. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 
1104—1116 (1947). 

Fortsetzung der oben referierten Arbeit: Die Methoden von Boltz und Ba- 
nachiewicz sind sowohl im Prinzip wie hinsichtlich der auszuführenden Opera- 
tionen mit dem Verfahren, das die Relationen von Schur benutzt, identisch. Doch 
können, worauf Verf. nicht hinweist, bei Verwendung von Rechenmaschinen, diese 
Verfahren rechnerisch günstiger sein als der Gaußsche Algorithmus. Weiterhin 
wird die Methode der Orthogonalisierung der Matrix nach Schmidt beschrieben. 
Sie erfordert $n (n— 1) (2n + 3) Multiplikationen und 4 (n— 1) (?n"?+n— 2) 
Additionen, die Lösung des Gleichungssystems nach dieser Methode n3 + 2n?— 2n 
Multiplikationen und n? + n®— 3n + 1 Additionen. Die Methode hat den Vorteil 
leichter Kontrolle, erfordert aber wesentlich mehr Rechnung als das Verfahren von: 
Gauß. — Die hier zuerst vorgeschlagene Methode der Transformation der Koeffi- 
zientenmatrix Y auf eine Diagonalmatrix D durch zweimalige Anwendung des Gauß- 
schen Verfahrens erfordert für die Berechnung von \1= D1D,D, EB —In?+3n 
Multiplikationen und ® n®—3n?®-+3%n Additionen. Damit kommt Verfasser zu 
den Iterationsmethoden. Er gibt hier zunächst eine Übersicht über die 1929 in der 
Z. angew. Math. Mech. 9, 58—77, 152—164 erschienene zusammenfassende Arbeit 
von v. Mises und Pollaczek-Geiringer, insbesondere über die dort ange- 
gebenen Konvergenzbedingungen. Willers (Dresden). 

Bodewig, E.: Bericht über die verschiedenen Methoden zur Lösung eines Systems 
linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten. III. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 
1285— 1295 (1947). 

In dieser 3. Mitteilung geht Verf. genauer auf das Verfahren der Iteration 
in Einzelschritten von Seidel ein. Er gibt den Konvergenzbeweis von v. Mises 
und Trefftz für den Fall einer symmetrischen, definiten Iterationsmatrix. Die 
Zurückführung eines nicht symmetrischen Gleichungssystems AY-r=r auf ein 
symmetrisches, definites durch Multiplikation mit der transponierten Matrix er- 
fordert 11/,mal soviel Operationen als die Lösung des Gleichungssystems nach dem 
Gaußschen Algorithmus. Morris hat unabhängig von Seidel und v.Mises die 
gleiche Methode gefunden und ein Rechenschema dafür gegeben. Die Relaxations- 
methode von South well ist, angewendet auf lineare Gleichungssysteme, mit. dem 
Verfahren ‘von Seidel identisch. Ein Vergleich der Verfahren an zwei Zahlenbei- 
spielen zeigt, daß die Iteration in Einzelschritten hier schneller konvergiert als das 
in Gesamtschritten und dieses wieder schneller, als das Verfahren von v. Mises. 
Sodann wird das Verfahren von Cesari behandelt, das die verschiedenen Iterationen 
als Spezialfälle umfaßt. Es wird W=%B = gesetzt, wo & keine Diagonalmatrix 
und det B =# 0 ist; ferner 

(B+TEEYrlM) =er+lt— 1)En. 
10* 
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Hier ist d ein beliebiger Vektor und ce eine Konstante. Der Iterationsprozeß k t 
vergiert bei beliebigem vd, wenn die Wurzeln t, von det (® + t&) = 0 absolut größer 
als 1 sind, und zwar z.B. bei dem Verfahren von v. Mises um eo schlechter, je größer 
A,/A, ist, wo A, und A, die kleinste und größte Wurzel obiger Determinante sind, ein 
Satz, dessen Gültigkeit auch für andere Iterationsverfahren anzunehmen ist. Cesari 
gibt nun eine Transformation an, die es gestattet, die Wurzeln eines definiten Di 

in ein kleineres Intervall zusammenzudrängen und dadurch die Konvergenz zu ver- 


bessern. Jede solche Transformation fordert 2n? + n? (n Zahl der Gleichungen) 


Multiplikationen, also sechsmal soviel als die Lösung nach Gauß. 
Willers (Dresden). 
Bodewig, E.: Bericht üher die verschiedenen Methoden zur Lösung eines Systems 
linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten. IV. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 
51, 53—64 (1948). 4 
Eine frühere Arbeit (s. vorst. Referat) fortsetzend, behandelt Verf. zwei weitere 
Gruppen von Methcden zur iterativen Lösung von n Gleichungen Y-r=r. Zu- 
nächst untersucht er Iterationsverfahren zur Bildung von 8 = W-1 und findet, daß 
rechentechnisch die quadratische Iteration R,+; = R,(2E— A - R,) am ökonomisch- 
sten ist. Sie ist konvergent, wenn entweder die Bedingung nM <1, wo M das 
absolut größte Element in B=E—N-R,ist, erfüllt ist, oder © _Y pfı < 1 ist, wo 
Dur ; 


die ?,, die Elemente von ® sind. 

Nach kurzer Betrachtung der beständig konvergenten Verfahren von Kacz- 
marz und Cimmino gibt Verf. dann ein neues Iterationsverfahren an, das vor 
diesen beiden den Vorzug hat, schneller zu konvergieren, das rechentechnisch auch 
sonst günstiger ist, im Gegensatz zu jenen bei symmetrischer Matrix wesentlich 
weniger Rechenarbeit erfordert und das außerdem übersichtlicher ist. Rechen- 
methodisch gibt Verf. drei Arten der Durchführung seines Verfahrens. Erhält man 
aus MW durch Division eine Matrix ®, deren Diagonalkoeffizienten alle 1 sind, setzt 
B = &— C und sind c,, die Elemente von €, so konvergiert das Verfahren, wenn 
entweder Max $|c,,|<1 oder © N cf; < list, und zwar um so schneller, je kleiner 

k 3 


u 
diese Summen sind. Um störend große e,, zu beseitigen, kann man außer der Me- 
thode von Cesari bei asymmetrischen Matrizen einen einfachen Kunstgriff von 
van der Corput verwenden. Willers (Dresden). 

Prosko, V. M.: Ein elektrischer Apparat zur Lösung eines Systems von simultanen 
linearen algebraischen Gleichungen. Akad. Nauk SSSR, Trudy Inst. mat. Steklov 20, 
117—128 (1947) [Russisch]. 

Beschreibung eines bereits in einer früheren Arbeit (vgl. dies. Zbl. 24, 47) an- 
gegebenen, auf Spannungsteilerschaltungen beruhenden elektrischen Gerätes, das 
die Berechnung der Lösungen von 10 linearen inhomogenen Gleichungen mit 10 Un- 
bekannten mittels Iteration auf zwei Stellen ermöglicht. Einige Einzelheiten der 
Konstruktion und Berechnung werden beschrieben. Die Möglichkeit, durch ent- 
sprechenden Ausbau des Gerätes den Lösungsprozeß vollautomatisch zu gestalten, 
wird angedeutet. Heinhold (München). 

o Morris, Joseph: The esealator method in engineering vibration problems. 
Chapman and Hall. 1947. XVJ, 270p. 21s. 

Best, €. C.: The determination of the eomplex zeros of a polynomial. Amer. 
math. Monthly 54, 269—273 (1947). 

Für ein reelles Polynom P(x) =a,+qa, 2 -+ + -+a, x" (a, + 0) mögen etwa 
durch Anwendung des Graeffeschen Verfahrens die Betragquadrate ß der Paare 
konjugiert-komplexer Nullstellen bestimmt sein. Es wird hier versucht, die Bestim- 
mung der zugehörigen Realteile — x/2 rechentechnisch zu erleichtern dadurch, daß 
die Potenzreihe für P(x)/ß +&x-+ a?) um x = 0 herangezogen wird. Für die 
Teilbarkeit von P (x) durch $+& x + x ist notwendig und hinreichend, daß die 
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Koeffizienten von x"-1 und x in jener Potenzreihe verschwinden. Damit hat man 


‚zwei Polynome in x, deren Koeffizienten von ß abhängen und deren gemeinsame 


Nullstellen die gesuchten Werte von a sind. Im allgemeinen hat man also den größten 
gemeinsamen Teiler zweier Polynome zu ermitteln und dessen Nullstellen zu be- 
stimmen. — Bis zum Grad n = 5 gibt Verf. die größten gemeinsamen Teiler direkt 
an; für beliebiges n wird ein Rechenschema mitgeteilt. Fragen der Genauigkeit und 
der Abrundungstfestigkeit werden nicht behandelt. R. Schmidt (München). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Kamp de Feriet, J.: Sur une representation des fonetions al6atoires. C.r. Acad. 
Sci., Paris 225, 37—38 (1947). 

Einfache Betrachtungen über Ringe von Zufallsveränderlichen, die auf Grund 
einer allgemeinen Darstellung der Veränderlichen erzeugt werden können. Die Dar- 
stellung ist in der angeführten Allgemeinheit bereits von J. L. Doob [Proe. Nat. 
Acad. Sci. USA 20, 376—379 (1934); dies. Zbl. 9, 221] angegeben worden. Verf. 
scheint nur Doobs anschließenden Satz zu kennen, in welchem die Betrachtung 
einer spezielleren Darstellung als hinreichend erwiesen wird. Szentmärtony. 

Kamp de F£riet, J.: Fonetions al&atoires definies sur un groupe abstrait. C. r. 
Acad. Sci., Paris 225, 428—429 (1947). 

Die Zufallsveränderliche X auf einer abstrakten Gruppe @ mit dem allgemeinen 
Element x wird als X (x) = f(T,w) definiert. Hierbei ist 1. ® Element einer abstrak- 
ten Menge (2 mit einer durch m(2) = 1 normierten Maßfunktion; 2. es wird innerhalb 
der Gruppe der eineindeutigen Transformationen von (2 auf sich selbst eine Dar- 
stellung von G gewählt und mit 7‘, die der Bedingung T,; = T,T, genügende, 
zu & gehörende Transformation bezeichnet, welche jeder meßbaren Teilmenge von 2 
ein meßbares Bild zuordnet; 3. f(w) bezeichnet eine meßbare reellwertige Funktion, 
und 4. als zufälliger Versuch wird die Wahl eines » mit Prob [» € E] = m(E) für 
alle meßbare ECQ betrachtet. — Neben dem Fall, in welchem als Gruppe die 
additive der ganzen oder reellen Zahlen gewählt und so die vorstehend referierte 
Doobsche Darstellung erhalten wird, werden einige interessante Spezialfälle von 
2=G erörtert. Szentmärtony (Budapest). 

Blane-Lapierre, A.etR. Fortet: Les fonetions al&atoires stationnaires de plusieurs 
variables. Rev. sci., Paris 85, 419—422 (1947). 

Untersuchungen von Khintchine [Math. Ann. 109, 604—615 (1934); dies. 
Zbl. 8, 368] verallgemeinernd, betrachtet Verf. jene komplexen Veränderlichen f(r) 
zwei- und mehrdimensionaler Vektoren r im Gesamtraum, bei welchen der Erwar- 


‚tungswert bzw. jener von f(r) f(s) von r unabhängig bzw. eine Funktion von r— s 


allein ist. Die Verallgemeinerung von Khintchines Fundamentalsatz, nach welchem 
die zuletzt genannte Funktion die Fourier-Stieltjessche Transformierte einer Ver- 
teilungsfunktion ist, wird — in den springenden Punkten äußerst — skizzenhaft 
bewiesen. Es wird versucht, den ursprünglichen Hilfssatz von Bochner über 
ähnliche Darstellbarkeit positiv definiter Funktionen durch Heranziehung von 
Integraftransformationen, sogenannten „Filtern“, der f{r—t) bei geeigneten Kern- 
funktionen %k(t) in der Zwischenrechnung „sehr einfach zu interpretieren“. Die ab- 
schließende ‚„‚harmonische Analyse‘ der betrachteten Funktionen scheint von rein 
heurististhem Werte zu sein. Szentmärtony (Budapest). 

Bass, J.: Sur le eorpuseule al6atoire & masse al6atoire. C. r. Acad. Sci., Paris 
225, 38—40 (1947). 

Für einen zufallsbestimmten dreidimensionalen Vektor X (t) mit Ableitung U (tl) 
im Sinne der mittleren quadratischen Abweichung mögen folgende Bedingungen er- 
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füllt sein: 1. Die Menge der 6 Komponenten X, U läßt eine Wahrscheinlichkeitsdich 
F(x,u,t) zu. 2. Es existiert ein — Operator A für den Raum der ab 


summierbaren Funktionen der x, so dap X — = (A— Zu; =) F. 3. In jedem Punkt 2, 


gibt es zu A einen adjungierten a A” für den Raum der beschränkten 
baren Funktionen y(w,), so daß f yAFdu= f F A*ydu, du = du, du, dug. 


4. Im Einklang mit der Ableitbarkeit von x sei f AF du = 0 oder 4* (1)= 0, wa 
das letztere einen zugeordneten Mittelwert in x, bedeutet. 
Hieraus folgt die AERO Gleichung: 


oy+ N -yu=gAry, gp=JFdu. 


Diese umfaßt die Er Gleichungen und die Wärmegleichungen A | 
flüssigen Körpers. Dies wird verallgemeinert durch Hinzunahme einer zufallsbe- 
stimmten Masse des betrachteten Korpuskels. Ist diese eine Funktion der Geschwin- 
digkeit, so erhält man die hydrodynamischen Gleichungen der relativistischen 
Mechanik, Dörge (Köln). 

Linnik, U.: On the aceuraey of the approximation to the Gauss distribution 
by sums of independent variables. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 111-138 
und engl. Zusammenfassung 135—138 [Russisch]. 

Die nach dem Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung stattfindende 


! 


Konvergenz der Verteilungsfunktion V,(x) der normalisierten Summe Z, = 


der unabhängigen Variablen &,, v»=1,2,..., gegen die Gaußische Verteiiungh 
z v 


G(x) = u [ e ° dy wird bei solchen an die Verteilungsfunktionen Fa) 


V?er 
—o0 
der x, gestellten Bedingungen näher untersucht, die — weil schärfer als die Linde- 
bergschen Bedingungen — Aussagen über die Schnelligkeit dieser Konvergenz 


zu machen gestatten. Insofern Fortsetzung der Arbeiten von Berry [Trans. Amer. 
math, Soc. 49, 122 — 136 (1941); dies. Zbl. 25, 346] und Esseen [Acta math., Upp- 
sala 77, 1—125 (1945) ]. — Hilfsmittel: Laplacesche Transformierte, Abschätzung der 
Umkehrformel mit Hilfe einer von Vinograd stammenden Klassene'nteilung der 
Intervalle. — Ergebnisse: Seien y, (rn), v» = 0,1,2,..., beliebig vorgegebene mit 
wachsendem n monoton gegen Unendlich strebende Funktionen, 


n 
= LH, Lye 2 >: f \x|?dF,, An -3 33, 
ID» 4 


(A, == 0 bei symmetrischen V krkättin he Sei außer für höchstens n/y, Indices » <n 
0 + 00 


bei u= 0,1,2 f |z|"dF, = fi |e|*dF, (partielle Symmetrie), # >2e, >0, 
— 00 0 


IR | 1 
dF, <-- bei vor be —_ a ARE N. Ei 
er a y, peı vorgegebenem 5 <sn<i1; sei weiter SC, :n, L,(0) > 


re 
(Ljapunoffsche Bedingung), — 0 ST . Dann gilt: 
ER Aa ar : ar 3. 
L„(0) n n evar Ver (Ad EB (M )) 


für |x| <M, wobei e, von M und den vorgegebenen y, abhängt mit lim e, = 0. 
Insofern scharfe Abschätzung, als gemäß Hilfssatz von Esseen (I. lan wenn 


j 
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h alle Fr Verteilungsfunktionen des Bernoullischen Münzenwurfs ‚Verlust oder 
. Gewinn‘ sind, — hier ist A,„= 0 —, es zu jedem n ein Gitter von Punkten x, (n), 
ee — 0), LER... gibt mt img, e0, Iimin,=-+0oo, für. 
i t N 00 r’— + 00 

“ welche gilt: EN he 
1 


Hl we 
2.0 Pr 


()— G(&)| Fra , {Le} 


mit lim &,= 0. — Weiter wird gezeigt, daß es unter obigen Voraussetzungen 
7 Nn— 00 
ein mit wachsendem n enger werdendes Gitter von Punkten in |x| SM gibt, wo 


‚die Konvergenz wesentlich schärfer ist. H. Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 


_  Sapogov, N. A.: Über singuläre Markoffsehe Ketten. Doklady Akad. Nauk 
'SSSR, II.s. 58, 193—196. (1947) [Russisch]. 
Die aleatorischen Variablen x,, &,, .... mögen nur die Werte x = -- 1 annehmen 


und eine einfache Markoffsche Kette bilden. Die Wahrscheinlichkeit für &,— +1 


* 12) h 
bzw. — 1 sei p, bzw. Dr ‚ wenn &,_, = 1, und 2, bzw. p” , wenn = el, 


E(x,) seider Erwartungswert. Nach S.N. Bernstein gilt dann für die Folge der Teil- 
n 


‚summen s, = NY x, der Laplace-Liapunoffsche Grenzwertsatz, sofern alle p®”) > n”* 
h=1 

mit festem x <}4 sind, aber nicht mehr bei x =}. Verf. zeigt, daß bereits die 
schwächere Voraussetzung: .‚p(®) n$ — 00 bei n — 00°“ hinreichend ist. Der Beweis- 
‚gang schließt sich eng an Bernstein an. Für „symmetrische“ Ketten (d. h. 


pP, —=p® ,E (x,) = 0) ist der Satz schon in der Dissertation des Verf. (Leningrad 


-1946) bewiesen. Wecken (Haltingen, Krs. Lörrach). 
Sapogov, N. A.: Der Grenzwertsatz von Laplace-Liapunov für eine singuläre 
Markoffsche Kette. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 1905—1908 (1947) [Rus- 
sisch ]. 
Weitere Verallgemeinerungen des Grenzwertsatzes für Markoffsche Ketten (vgl. 
voriges Referat). Der Wertevorrat von x, besteht entweder aus %k, reellen Zahlen 


a”, zB al) oder aus einem reellen Intervall (a,...b,). Im diskreten Falle seien 
pP die Übergangswahrscheinlichkeiten von z,_, = er nach x, = a”. E’(z) sei 


‚der bedingte Erwartungswert von z bei Vorgabe bestimmter x, mit h Sk. Stets 
wird vorausgesetzt: E’ «| <L, fürs >k mit festem L, fürg=1,2,..,, und es 
werden hinreichende zusätzliche Bedingungen für die Gültigkeit des Grenzwert- 
satzes für die s, angegeben. Verf. geht aus von einem Satz von Bernstein [Uspschi 
mat. Nauk 10 (1944)], worin als wesentliche Bedingung erscheint: 


|E’(z, Kl - | = 7 e-" 


für alle s >0 und passendes e> 0, wi>k+ne, 2, >i+ n®, und o einer wei- 
teren Einschränkung unterliegt. In Anlehnung an diesen Satz gewinnt Verf. folgende 
Systeme von hinreichenden Bedingungen: 1. Für den diskreten Fall: K(x,) = 0; 


(1/k,) 5 ae ed wo 2, All) Na” und d= const; OR >h”/k, 
mit een & <?. (Der Spezialfall k, = const ist schon von Bernstein a. a. Ö. 
bewiesen‘worden.) — 2. Analog dazu für den kontinuierlichen Fall: I, > I = const, 
wo l,—= b,„—.a, die Intervallänge ist; 9,(y, x) Zh“/l„ wo 9, die Übergangs- 
Wahrscheinlichkeits-Dichte und x <t. — 3. Für den diskreten Fall: zu jedem A 
gibt es ein i=i(h), so daß für alle j n* <p" <1—n“ mit «<?!, und 
| >d>0 für alle 1#i mit festem d. — Die letzte Formulierung läßt 
also das Verschwinden einiger p}}) zu. Wecken (Haltingen, Krs. Lörrach). 
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Jaglom, I. M.: Das Ergodenprinzip für Markoffsche Prozesse mit station 
Verteilung.. Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 56, 347—349 (1947) [Russisch 
Verf. betrachtet Markoffsche Ketten, d.h. stochastisch-definite Pr 
[A. Kolmogoroff, Math. Ann. 104, 415—458 (1931), 108, 149—160 (1933); 
Zbl. 1,149, 7, 22], bei denen die folgenden Bedingungen vorausgesetzt sind: I. der 
Prozeß ist homogen in der Zeit; II. der Prozeß hat eine stationäre Verteilungs- 
funktion; III. die Funktion der Übergangswahrscheinlichkeit ist absolut stetig; 
IV. die Dichte der Übergangswahrscheinlichkeit ist überall positiv. Verf. bemerkt, 
daß sich die bekannten Beweise des Ergodensatzes [M. B. Hostinsky, Mem. Sci. 
math. 52 (1931); dies. Zbl. 4, 13; M. Bebutow, Mat. Sbornik, II. s. 10, 213— 238 
(1942); A. Kintchine, Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 7, 111—122(1943)] auf 
den Fall eines nicht kompakten Zustandsraumes ausdehnen lassen. L.Cesari. 
Chung, Kai Lai and P. Erdös: On the lower limit of sums of independent random 
variables. Anr. Math., Princeton, II. s. 48, 1003—1013 (1947). ü 
Als Gegenstück der von W. Feller neulich erreichten vollständigen Klärung 
des Satzes vom iterierten Logarithmus, d.h. vom oberen Grenzwert der Summe 


SA 55 X, unabhängiger Zufallsveränderlichen X, für n — 0, wird folgender Satz 


bewiesen: Im Falle einer Alternative mit Pr(X\,=1)=pund Pr(X,=(0)=1—p, 
sowie bei y(n) + oound I [n y (n)]! = ooist Pr[lim (nt y (n) |S,— np) =0]=1. 
Der Satz ist der bestmögliche insofern, als bei N [n y (n)] < oo die fragliche 
Wahrscheinlichkeit für quadratisch irrationale (nach Angabe der Verff. sogar für 
fast alle) » Null ist. — In Verallgemeinerung auf unabhängige X, mit bloß gemein- 
samer Verteilungsfunktion, die einen nicht identisch verschwindenden absolut ste- 
tigen Teil, den Mittelwert Null, die Streuung Eins und ein endliches fünftes abso- 
lutes Moment besitzt, ergibt sich mit Hilfe einer asymptotischen Entwicklung von 
Cramer Pr (lim 3 y (n) |S,| = 0) = 1 bzw. 0, je nachdem N [n y (n)]! = bzw. <oo, 
Szentmärtony (Budapest). 
Chung, Kai Lai: On the maximum partial sum of independent random variables. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 33, 132—136 (1947). 


. . . N» ” 
Es ist eine einfache Bemerkung, daß die Teilsummen 8, = N X, unabhängiger 


v1 
Zufallsveränderlichen X, mit dem Mittelwert Null sowie der Streuung Eins und 
ihr absolutes Maximum S7 = Max |S,| demselben Satz vom iterierten Log- 
1<r< 


n 

arithmus genügen. Insbesondere ist nach W. Feller [Trans. Amer. math. Soc. 54, 
373—402 (1943)] bei sup |X,|=0 (n’" (log, n)-"*) die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß 5, unendlich oft größer als 

nk [2logn +3logn +2logn+ +2 log,.ı nr + (2 + ö) log, n]'* 
sei, 0 oder 1, je nachdem ö positiv ist oder nicht. Als Gegenstück wird nun der 
Beweis folgenden Satzes skizziert: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 85 unendlich 
oft kleiner als 

a8 nl [log + 2loggn +loggn +++ log,ın +(1-+6) log, n]"" 
sei, ist 0 oder 1, je nachdem ö positiv ist oder nicht. Und zwar, wenn neben dem 
Mittelwert Null und der Streuung Eins die dritten Momente der X, z. B. beschränkt 
sind. Die letzte Bedingung kann bedeutend abgeschwächt werden, ihre bestmögliche 
Gestalt wurde aber nicht erhalten. Szentmärtony (Budapest). 

Herzog, F.: Upper bound for terms of the binomial expansion. Amer. math. 
Monthly 54, 485—487 (1947). 

Bekanntlich ist das Maximum der Glieder einer Binomialverteilung 


ee a (1— x)" von r für n >00 asymptotisch gleich [rn z(1— x)] +. Verf. 


beweist mittels elementarer Abschätzungen .und Untersuchung von Extiemwerten 


Fr 
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daß für alle ganzenn>1und rinO <r <n und für all 0< x< 1 die Bino- 
mialglieder der Ungleichung 


(*) a (l— art <[2enz(l—r)]-t 


genügen und daß diese Grenze sich nicht verbessern läßt. M. P.@eppert. 

Vistelius, A, B. und 0. V. Sarmanov: Stochastische Begründung einer geolo- 
gisch wichtigen Wahrscheinliehkeitsverteilung. Doklady Akad. Nauk SSSR, IL s. 
58, 631—634 (1947) [Russisch]. 

Die Häufigkeitsverteilung von Kalziumsulfat in Kreideschichten genügt nicht 
der erwarteten Poissonschen Verteilung. Es wird dafür eine geologisch genetische 
Begründung angegeben, die folgendem Urnenschema entspricht: Jede der N Kugeln 
einer Urne besitzt i Punkte, i=1,2,...,k. Es wird eine Kugel blind gezogen, 
ein Punkt — falls vorhanden — abgewischt, und die Kugel zurückgelegt. Die nach 
n Versuchen vorhandene Verteilung ist in Abhängigkeit von der Ausgangsverteilung 
zu bestimmen ; insbesondere die Grenzverteilung bein — 00, N — 00. Ist die Ausgangs- 
verteilung die Poissonsche, so ist die Grenzverteilung ein Zweikonstantengesetz, das 
mit dem experimentellen Befund bei geeigneter Konstantenwahl ziemlich gut über- 
einstimmt. (Die Messung besteht allerdings nur aus 6 Werten.) Hans Richter. 

“ Buchman, F. N.: The problem of waiting time. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 
475—484 u. engl. Zusammenfassg. 484 (1947) [Russisch]. 

Eine Telephonvermittlung enthalte s Vermittlungsmöglichkeiten. p(t)dt sei 

die Wahrscheinlichkeit, daß ein gerade begonnenes Gespräch im Zeitintervall 


oo 
(t,t + dt) beendet wird, so daß f* = f t p(t)dt die mittlere Dauer eines gerade be- 
ö 


oo 
gonnenen und © = 1/t* f t? p(t)dt die mittlere Dauer eines laufenden Gespräches 
ö 


unbekannten Beginns sind, sofern — wie stets vorausgesetzt — der Betrieb stationär 
ist, d.h. daß alle Wahrscheinlichkeiten gegen eine Verschiebung der Zeitachse 
invariant sind. In der Zeit i* treten y<<s Vermittlungsbegehren auf, die in der 
Reihenfolge ihres Auftretens zu befriedigen sind. Bei unendlich großer Kundenzahl 
gilt für die Wahrscheinlichkeiten P(r), mindestens die Zeit 7 auf den Anschluß 

Be ER ATIE en 
warten zu müssen: P (0) = "HE Ic Fr RZ E): Fir) ==:!Bi0haie 7a 


EB UN 817 8 


Die mittlere Wartezeit ist y= P(0)- es . Ein Diagramm über die Abhängigkeit 

von t/O von y und s bei P(r) = 0,01; ein weiteres Diagramm für y/O in Abhängig- 

keit von s und y. — Erweiterung der Formeln auf den Fall endlicher Kundenzahl. 
Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 

Borel, E.: Sur les developpements unitaires normaux. ©. r. Acad. Sci., Paris 
225, 773 (1947). 

Die spätere Veröffentlichung eines „sehr elementaren“ Beweises versprechend 
kündigt Verf. folgenden Satz an: Jede Zahl zwischen Null und Eins läßt sich in 
einer einzigen Weise in eine Reihe . + +. + ren + +++ mit natür- 
lichen Zahlen a, > 2, a, 24,1 entwickeln. Wird die Zahl, mit einer innerhalb 
(0, 1) glejehverteilten Wahrscheinlichkeit, zufällig gewählt, so ist die Größenordnung 
von a, mit e” „vergleichbar“. Szentmärtony (Budapest). 

Levy, P.: Remarques sur un theor&me de M. Emile Borel. C. r. Acad. Sci., 
Paris 225, 918—919 (1947). 

Zum vorstehend referierten Satz werden folgende Verschärfungen angegeben: 


l.lga,=n+&, Vn und log (a)...a,)=In(n+1)+m y& n (n +s{) mit 
Verteilungsgesetzen &, und n„, welche gegen die auf den Mittelwert Null und die 
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-Streuung Eins reduzierte Normalverteilung streben. 2. Nach Kolmogoroffs Satz 
über den iterierten Logarithmus ist fast sicher, daß die äußeren Grenzwerte von 


&,/V2loglogn und n,//2loglogn die Zahlen —1, +1 sind. 3. Alle Ergebni 
können auf irgendeine Teilstrecke von (0, 1) und auf eine solche zufällige Wahl 
der darzustellenden Zahl verallgemeinert werden, die einer absolut stetigen Vertei- 
lung mit höchstens sprungartige Unstetigkeiten aufweisender Wahrscheinlichkeits- 


‚dichte entspricht. - . Szentmärtony (Budapest). 
| - > 
- Statistik: | \ 


Dumas, M.: Sur une loi de probabilit6 a priori eonduisant aux arguments fidu- 
ciaires de Fisher. Rev. sci., Paris 85, 3—18 (1947). ‘ 
Auch in den Methoden, die die Bayessche Problemstellung zu vermeiden suchen, ö 
kann das, nach Verf., nur scheinbar gelingen: die Voraussetzung einer „a priori 
Wahrscheinlichkeit“ ist, wenn nicht explizit in den Ableitungen, implizit für die 
Anwendbarkeit unentbehrlich. — Insbesondere: die Methode von Fisher (,„Fiducial 
Argument“) ist mit der Wahrscheinlichkeitsannahme k -dx -dh/h (x und h Mittel- 
wert und Genauigkeitskoeffizient der unbekannten Gaußschen Verteilung) gleich- ” 
bedeutend. Rechtfertigungen, Eigenschaften und Folgerungen dieser Wahrschein- 
lichkeitsannahme werden dargestellt. Bruno de Finetti (Trieste). 

Kimball, Bradford F.: Some basie theorems for developing tests of fit for the 
case of the non-parametrie probability distribution funetion. I. Ann. math. Statist., 
Ann Arbor 18, 540—548 (1947). » 

Bei Verläßlichkeitsprüfungen von statistischen Rückschlüssen wird — nach 
R. A. Fisher (1932) — oft die Zufallsveränderliche x in ihre Verteilungsfunktion 
u = V (x) transformiert. Verf. findet es wirksamer, die nach wachsender Größe geord- 
neten Stichprobenwerte x, in die Differenzen u, = V (x), u, = V(z,)— V(z,-}), 
u,ı7 = 1— V(x,) der entsprechenden Verteilungsfunktionenwerte zu überführen. 
Nach Berechnung des Mittelwertes der Produkte von Potenzen sowie der Momente 
der Verteilung von Quadratsummen solcher Differenzen wird die Anwendung so 
gewonnener Prüffunktionen kurz besprochen. Szentmärtony (Budapest). 

Weaver, €. L.: A simple analytie proof of a general y?-theorem. Amer. math. 
Monthly 54, 529-533 (1947). 

Verf. beweist folgendes, bekannte Sätze der y?-Theorie umfassende Theorem: 
Sind „,(@=1,2,...,n) unabhängige Zufallsvariable, die normal verteilt seien mit 
Mittelwert a, + a, t,;+ "+ a,t,, und Varianz a}, wobei t,,,...,t,, linear unab- 
hängig seien, /, der Parameter a, (a,) bekannt, /,(< n) derselben (a,) unbekannt 
seien. Sind 4, die Maximum-Likelihood-Schätzungen der a,, so ist 


Hi: \ . ‘A pn 
P= >) iv; en 2 a, t,; #3 d, je 
I r 8 


wie x? mit n— I, Freiheitsgraden verteilt unabhängig von @,, welche der l,-dimen- 
sionalen Normalverteilung 


C,exp (—30Q): IT da, 
folgen mit 
. - 9 (d, FE a,) t,,7?joi . 
@ ist unabhängig von P wie 4° mit 1, Freiheitsgraden verteilt, und 
R= Fu Fat)li=P+Q 


ist wie y? mit n Freiheitsgraden verteilt. Der Beweis fußt lediglich auf Benutzung 
von Jacobischen Funktionaldeterminanten bei Variablentransformation in mehr- 


fachen Integralen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 
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Lehmann, E.L.: On optimum tests of eomposite hypotheses with one constraint, 
Ann. math. Statist., Ann Arbor 18, 473—494 (1947). 

Hängt die Verteilungsdichte einer Zufallsveränderlichen von einem Parameter © 
ab, welcher — in Anwesenheit von mehreren „lästigen“ (nuisance) Parametern — 
auf Grund einer Stichprobe geschätzt werden soll, so hat man dank H. Scheff& 
[Ann. math. Statist., Ann Arbor 13, 280—293 (1942)] zur Prüfung einer gewissen 
Klasse von zusammengesetzten Annahmen über © = ©, einen Verfahrentyp mit 
maximaler Mächtigkeit allen Annahmen © #0, gegenüber. Um handlichere Ver- 
fahrensschranken zu gewinnen, erweitert nun Verf. den Typ auf Prüfverfahren, 
‘welche maximale Mächtigkeit nur gegenüber Annahmen © > ©, zeigen. Die expli- 
zite Bestimmung der besten Prüfregion kann bei diesen in gewissen Fällen auf ein 
einfaches formales Verfahren zurückgeführt werden. So werden beste Prüfverfahren 
‘von Annahmen über die Spezialisierung des zirkularen Reihenkorrelationskoeffizienten 
in einer Normalverteilung erhalten. Zum Schluß wird die Gesamtheit aller dem 
'Stichprobenraum ähnlichen Regionen für eine große Klasse von — hinreichende 
Statistik zulassenden — Verteilungen erhalten sowie gezeigt, daß bei Prüfung ge- 
'wisser Annahmen über Exponential- und Gleichverteilungen [vgl. E. Paulson, 
Ann, math. Statist., Ann Arbor 12, 301—306 (1941); dies. Zbl. 26, 139] die Likeli- 
'hood-Verhältnis-Methode verschiedene beste Eigenschaften besitzt. Szentmärtony. 

Tukey, John W.: Non-parametrie estimation II. Statistieally equivalent blocks 
and tolerance regions. The eontinuous case. Ann. math. Statist., Ann Arbor 18, 
.529—539 (1947). 

Bei Schätzung der stetigen Verteilungsdichte einer skalaren. Zufallsveränder- 
‚lichen durch eine Stichprobe gab S. S. Wilks [Ann. math. Statist., Ann Arbor 12, 
-91—96 (1941); dies. Zbl. 24, 427] eine Methode zur Bestimmung jener Stichproben- 
‘größe an, bei welcher die Werte der Zufallsveränderlichen — mit einer der Wahr- 
scheinlichkeit nach vorgeschriebenen Prozentspanne — zwischen dem von unten 
bzw. oben an gezählten r-ten Stichprobenwert als Duldungsgrenzen liezen. A. Wald 
dehnte [Ann. math. Statist, Ann Arbor 14, 44—55 (1943)] diese Msthode durch 
sukzessive Ausschaltung auf die einfachsten mehrdimensionalen Veıiteilungen aus. 
Verf. zerlegt nun mit Hilfe einer wesentlichen Verallgemeinerung des Waldschen 
Prinzips das Grundkollektiv durch eine Stichprobe der Größe n in n + 1 statistisch 
ganz oder, mit Ausnahme eines geduldeten, teilweise äquivalente Blöcke. Hierbei 
wird nur die Verteilungsfunktion der Zufallsveränderlichen als stetig verausgesetzt. 
Szentmärtony (Budapest). 

Geary, R. C.: Testing for normality. Biometrika, Cambridge 34, 209— 242 (1947). 

Verf. zeigt eingangs an Hand von Beispielen, daß Schlußfolgerungen, die auf 
Grund der Standardtabellen für den t- und z-Test gezogen werden, falsch sein können, 
sobald die den Tabellen zugrunde liegenden Voraussetzungen, vor allem die der Gauß- 
verteilung in der Ausgangsgesamtheit, nicht beachtet werden. Um die Zulässigkeit 


dieser Voraussetzungen zu prüfen, werden als Testfunktionen benutzt: 
fi n 2 
2 — ze / In Ve (2, — I ‚c>0 für die Wölbung (kurtosis) 
i=1 


=, 
1 


n 3c 

gl = Safite Ir x; — 2 + IN ta x)°} nz >> (x; — ae ‚c>0 für die 
ne 10 Kader | Schiefe. 
Für die Funktionen a(c) werden die hinreichenden Bedingungen dafür angegeben, 
daß ihre Verteilungen mit wachsendem Stichprobenumfang n gegen die Gaußver- 
teilung gehen, und mehrgliederige Entwicklungen der ersten vier Momente abge- 
leitet. — Diese werden dann dazu verwendet, diejenigen Werte von c zu ermitteln, 
welche es ermöglichen, für Stichproben mittleren Umfangs die Häufigkeitsvertei- 
lungen von a(c) aus den Momenten zu bestimmen. — Als empfindlichster Test für 
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den Fall unendlich großer Stichproben und für eine große Gruppe von verschiedenen 
Ausgangsverteilungen ergibt sich für die Wölbung a (4) und für die Schiefe 93) —yb,: . | 
— Bei Anwendung der Leistungsfunktion (power function) zur Entscheidung über - 
die relative Leistungsfähigkeit von a(1) und a(4) zeigt es sich, daß a(1) bei mitt- 
lerem Umfang der Stichprobe ebenso leistungsfähig ist wie a(4). Mit zunehmendem 
Umfang ist aber a (4) in immer stärkerem Maße vorzuziehen. Georg Friede. 


Cornell, F. 6.: A stratified-random sample of a small finite population. J. Amer. i 
statist. Assoc. 42, 523—532 (1947). 

Barnard, 6. A.: The meaning of a significance level. Biometrika, Cambridge 34, 
179-—182 (1947). | 

Soll die Bedeutungsgrenze (significance level) einer Bedeutungsprüfung als 
Wahrscheinlichkeit aufgefaßt werden, so wird oft als die zu dieser Wahrscheinlich- 
keit gehörige Klasse von Ereignissen die Menge der gedanklich beliebig oft durch- 
geführten Wiederholungen des Experimentes angesehen. — An einem Beispiel wird 
gezeigt, daß die Definition der zugehörigen Ereignisklasse ebenso wie die zu einem 
tatsächlich erhaltenen Ergebnis gehörige Bedeutungsgrenze wesentlich davon ab- 
hängt, ob das Experiment ‚isoliert‘“ oder sein Ergebnis von der Umwelt in unbe- 
kannter Weise beeinflußt ist. Die Beeinflussung von außen muß bei der Konstruktion 
der Bedeutungsprüfung und bei der Definition der Ereignisklasse mit erfaßt werden. 

Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 

Barnard, 6. A.: Significance tests for 2 x 2 tables. Biometrika, Cambridge 34, 
123—138 (1947). 

Bei n,-maliger Anwendung des Bearbeitungsverfahrens B, (vr = 1, 2) mögen e, 
Erfolge und m, Mißerfolge eingetreten sein: e, +&,=e, m) + ms = m. Die Be- 
deutungsprüfung (test of significance) hat zu entscheiden, ob und in welchem Sinne 
aus e,/n, > e,/n, mit der „‚Zufallsgrenze‘‘ (significance level) e gefolgert werden kann, 
daß B, besser ist. Dem Experiment kann ein Urnenschema in verschiedener Weise 
zugeordnet werden, je nachdem: I. n,, n,, e und m fest vorgegeben sind (Grundlage 
der Fisherschen Prüfmethode), II. n, und n, vorgegeben sind, was dem gewöhnlichen 
Vorgang entspricht, daß aus gleichem Werkstoff n,-mal das Verfahren B, angewendet 
wurde, oder III. nur n, ++ n, vorgegeben ist, wenn also die n Gegenstände blind aus 
einem gemeinsamen Vorrat gelungener und mißlungener Ergebnisse entnommen 
wurden, was bei biologischen Fragestellungen meist der Fall sein wird. Je nachdem 
ist eine andere Bedeutungsprüfung anzuwenden. — Für Fall II wird eine Prüfmethode 
(C. S. M.-test) entwickelt, bei der die Anordnung aller möglichen Resultatpunkte in 
einem (e, — &,)-Diagramm nach der Größe der Abweichung von der Hypothese der 
Gleichwertigkeit der B, sowie die Bestimmung der zu jedem Resultatpunkt gehörigen 
oberen Grenze für e außer durch eine einfache Symmetriebedingung durch die 
Forderung bestimmt wird, daß das Maximum der Wahrscheinlichkeit, das betreffende 
Resultat oder stärker abweichende zu erhalten, —für variable gemeinsame Erfolgs- 
wahrscheinlichkeit p der B, berechnet — minimal wird. Insoweit konservative 
Prüfmethode, als bei vorgegebenem & etwaige spätere Kenntnisse über p eine Ver- 
werfung der Hypothese der gleichen Güte der B, nicht mehr ändern können. — Für 
die praktische Anwendung muß für jede Kombination n,, n, eine e-Tafel aufgestellt 
werden. Für größere Werte der n, kann man jedoch eine Approximation durch eine 
Normalverteilung durchführen [vgl. Pearson, Biometrika, Cambridge 34, 
139—163 (1947)]. Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 


Uven, J. van: Extension of Pearson’s probability distributions to two variables. I. 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 1063—1070 (1947). 
Verallgemeinerung der Pearsonschen Verteilungsfunktion auf Wahrscheinlich- 


keitsdichten @ (x), 2,) zweier Variabler gemäß = = zu 9, P, linear, und @, 


> 
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quadratisch in den x,. Partielle Integration der Differentialgleichung über den 
Gültigkeitsbereich B liefert die Regressionslinien. Bei vorheriger Multiplikation 
mit 27°-x% ergeben sich Beziehungen zwischen den Mittelwerten xt 2%, die die 
höheren Momente aus niedrigeren berechnen lassen, wenn p am Rande von B 
bekannt ist. Ist @,:@ = 0 auf dem Rand von B, so werden die Regressionsglei- 
chungen linear. Es wird gezeigt, daß bei geraden Regressionslinien die von der 


Gaußischen Verteilung bekannten Beziehungen 0919 =y' = und 0.2 = (1—Y?) ‘01 


zwischen der totalen und der partiellen Standardabweichung o, und 01.2 dem 
Regressionskoeffizienten og] und dem Korrelationskoeffizienten y ebenso wie 
8%! —y8%0 (für die Schiefheitsmaße) und E%! — y E40 (für die Exzeßmaße) 
für die betrachteten @ bestehen bleiben, was aber in Wirklichkeit gar keine besondere 
Eigenschaft dieser Verteilungsfunktionen ist, sondern ganz unmittelbar aus der 
Linearität der Regressionsgleichungen folgt. H. Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 


Froe, A. de, J. Huizinga and J. van Gool: Variation- and eorrelation-coeffieient. 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 50, 807—815 (1947). 

Sei r der Korrelationskoeffizient zweier Variablen ft,» mit den Mittelwerten 
MM, und Variationskoeffizienten V , V,, so gilt für Mittelwert M, und Variations- 
koeffizient V;,—=0,/M, des Quotienten i=t/n bekanntlich nach Yule die Näherung 


M,=M,(i—rV,V, + WM, r= Vi + Va — (6, M,/IM9/T2V, V,]. 


Verff. diskutieren und vergleichen an Hand von Beispielen dieselbe mit der von 
K. Pearson gegebenen und führen die altbekannte Formel für die unechte (spurious) 
Korrelation zweier Indizes A/C und B/O an. M.P.Geppert (Bad Nauheim). 


Lourye (Lure), A. L.: Deecrease of the error in dropping fraections by 
inereasing the number of measurements. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 4389—492 
u. engl. Zusammenfassg. 492 (1947) [Russisch]. 

Mit Hilfe eines Maßstabes der äquidistanten Feinteilung 1 wird eine Länge 
gemessen. Außer den so entstehenden Abrundungsfehlern sei noch zugelassen, daß 
das Anlegen des Maßstabes mit einem Fehler x geschieht. x habe eine symmetrische, 


mit wachsendem |x! monoton nicht steigende, von dem Genauigkeitsmaß h abhängige 
i 2 
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x, h) mit lim ' f(z, h)de = 0 für ein /,> 0 und mit 
0 h>0 0 


1, x f(x,h)d& < oo. Dann gilt für den Erwartungswert E(A) der Abweichung A 
ö 
der gemessenen abgerundeten Länge von der wahren: lim #(A)= 0. Der Ab- 


h>0 
rundungsfehler kann also bei genügend ungenauem Anlegen des Maßstabes und 
genügend großer Wiederholungszahl des Versuches beliebig klein gemacht werden. 
Ist speziell f(x, h) eine Gaußsche Verteilung mit der Standardabweichung o, so ist 
IE(A) < PER Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 
32 02) 2re 

Piotrowski, $. L.: Some remarks on the weights of unknowns as determined 
by the method of differential correetions. Proc. nat. Acad. Sei. USA 34, 23—26 
1948). 
Bi wird gezeigt, daß die mittleren Fehler der differentiellen Verbesserungen 
für die Unbekannten bei einer Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
nur dann gleich den mittleren Fehlern der Unbekannten selbst werden, wenn die 
Produktsummen aus den verbleibenden Residuen und den zweiten partiellen Ablei- 
tungen der in den Bedingungsgleichungen auftretenden Funktionen zu vernach- 
lässigen sind. Andernfalls sind die Gewichte unter Berücksichtigung dieser zweiten 
Ableitungen aus den hierfür angegebenen Gleichungen zu bestimmen. E. Rabe. 
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Versicherungsmathematik, Finanzmathematik: 


e Haaften, M. van: Elementare Lebensversicherungsmathematik. I. Gro- 
ningen-Batavia: P. Noordhoff N. V. 1947. X, 428—164 S. [Holländisch]. | 
Haaften, M. van: Kurstafeln und Anleihedauer. Nieuw Tijdschr. Wiskunde 35, 
166—173 (1947) [Holländisch]. 
Engelfriet, J.: Une th6orie generale de r6eurrenee en matiere d’assurance sur 
la vie et contre l’invalidit6. Verzekerings-Arch. 27, 1—78 (1947). u 
Verf. geht vom Standpunkt aus, daß man in jedem Versicherungsvertrag ver- 
schiedene wohlbestimmte Stadien der Versicherung definieren könne, z. B. bei einer 
Todesfallversicherung: X lebt oder ist gestorben. Der Verf. nimmt solche Stadien 
an. Bei Übergang von einem Stadium zum anderen werde ein Kapital oder eine 
Rente — bezahlbar bis zum Übergang in ein anderes Stadium — fällig. Unter An- 
nahme, daß die Ausscheideordnung gemäß den verschiedenen Stadien bekannt sei, 
gibt der Verf. eine Rekursionsformel für die Einmalprämie solcher Versicherungen. 
Er leitet verschiedene Beziehungen her, die sich für die unabhängigen Wahrschein- - 
lichkeiten solcher Gesamtheiten und ihrer Ausscheide-Intensitäten ergeben. Verf. - 
wendet seine Theorie für die Erlebensfallversicherung auf zwei Leben, auf 3 Leben, 
auf die Invaliditätsversicherung an. Er berechnet eine allgemeine Rekursionsformel 
für das Deckungskapital, definiert die Sparprämie und die den einzelnen Stadien 
entsprechenden Risikoprämien. Der Verf. zeigt insbesondere, daß seine Formeln in 
der Invaliditätsversicherung von praktischer Bedeutung sind. Schließlich gibt er 
noch eine Rekursionsformel für das mittlere quadratische Risiko einer solchen Ver- 
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sicherung. Saxer (Zürich). 
Marples, W. F.: An analysis of a pension fund. J. Inst. Actuaries 73, 66—98 
(1947). h 


Untersuchung der Bilanz einer Pensionskasse mit nach Beitragsalter und Gehalt 
gestaffelter Pension bei Erreichen der Altersgrenze (x = 60) oder vorzeitiger Invali- 
dität, mit Beitragsrückerstattung bei Tod oder Ausscheiden vor der Pensionierung 
und mit Beitragszahlung durch Arbeitnehmer und -geber zu gleichen Teilen unter 
Garantie des letzteren zur Deckung von Fehlbeträgen. Berechnung mit den üblichen 
Methoden auf Grund von Ausscheidetafeln aus Erfahrungen an englischen männ- 
lichen und weiblichen Beamten. Trennung der Aktiva und Passiva nach den ein- 
zelnen Leistungsarten. — Die Untersuchung des Einflusses einer Änderung der 
Rechnungsgrundlagen auf die Bilanz wird übersichtlicher als üblich gemacht durch 
Festhaltung von !,,. — Wiedergabe einer ausführlichen Diskussion über die Arbeit 
auf einer Tagung des Institute of Actuaries. Hans Richter (Haltingen). 

oe Wald, Abraham: Sequential analysis. New York: Wil:y & Sons, 1947. 212 p. 

Haavelmo, Tryvge: Methods of measuring the marginal propensity to eonsume. 
J. Amer. statist. Assoc. 42, 105—122 (1947). 

Aus den Zeitreihen des auf den Kopf bezogenen Einkommens, des Verbrauchs 
und der Investition werden nach Grundsätzen und Methoden der mathematischen 
Statistik Schätzwerte für den Grenzhang zum Verbrauch und den Multiplikator 
gewonnen. In den dazu benutzten Modellen wird die Investition einmal als unab- 
hängige Variable und zum anderen als zum Teil vom Einkommen und vom Zufall 
beeinflußt angenommen. Georg Friede (Göttingen). 

Simon, Herbert A.: Effeets of inereased produetivity upon the ratio of urban 
to rural population. Econometrica, Menasha 15, 31—42 (1947). 

Verf. zeigt an durch einfache Gleichungssysteme charakterisierten Modellen, 
daß unter bestimmten Voraussetzungen eine Verlagerung von der landwirtschaft- 
lichen zur industriellen Beschäftigung und damit Veränderungen in dem Anzahlen- 
verhältnis zwischen der Stadt- und der Landbevölkerung eintreten werden. Nimmt 
sowohl die landwirtschaftliche als auch die industrielle Produktivität zu, so wird 
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durch die größere einkommensbezogene Elastizität der Nachfrage für industrielle 
Güter im Vergleich zu derjenigen für landwirtschaftliche Erzeugnisse eine Verlage- 
rung bedingt werden. Georg Friede (Göttingen). 

May, Kenneth: Technologieal change and aggregation. Econometrica, Menasha 
15, 51—63 (1947). 

' Am Beispiel der Auswirkung von produktionstechnischen Änderungen auf die 
Produktionsfunktion zeigt der Verf., wie die Methode der Zusammenfassung von 
Mikromodellen zu einem Makromodell es gestattet, die Gesamtauswirkung von Ver- 
änderungen, die in den einzelnen Mikromodellen auftreten, zu untersuchen. Die 
Modelle sind dabei jeweils durch Funktionen beschrieben, deren Variable oder deren 
Typ Veränderungen unterliegen können. Abschließend gibt der Verf. eine Übersicht 
über den derzeitigen Stand des Zusammenfassungsproblems. Georg Friede. 

Goodwin, Richard M.: Dymamiecal eoupling with especia) referenee to markets 
having produetion lags. Econometrica, Menasha 15, 181—204 (1947). 

Es werden einseitig und gegenseitig durch simultane Gleichungen gekoppelte 
Märkte, die durch eine produktionsbedingte Phasenverschiebung gekennzeichnet 
sind, auf ihr Verhalten insbesondere bei veränderlichen Angebots- und Nachfrage- 
funktionen sowie bei vorausschauenden Maßnahmen in der Preisgestaltung von 
seiten der Produzenten hin untersucht. Georg Friede (Göttingen). 

MeVay, Franeis E.: Sampling methods applied to estimating numbers of com- 
mereial orchards in a eommereial pecah area. J. Amer. statist. Assoc. 42, 533—540 
(1947). : 
oe Stockton, J. R.: An introduetion to business statisties. 2. ed. Boston: D.C. 
Heath & Co. 1947. VII, 478 S. 

e Smail, L. L.: Preparatory business mathematies. New York: The Ronald 
Press Co. 1947. X, 2408. 

eo Peach, Paul: An introduetion to industrial statisties and quality control. 
2. ed. Raleigh, N. C.: Edwards Broughton Co. 1947. XV, 236 p. 

e Jones, O0.B.: Applied industrial mathematies. New York: Prentice-Hall 1947. 
VII, 3428. 


Geometrie. 
Elementargeometrie: 


Thebault, V.: Nagel point in the tetrahedron. Amer. math. Monthly 54, 275 
bis 276 (1947). 

Der Nagelsche Punkt des Dreiecks ABC ist der Schnittpunkt der Verbindungs- 
geraden der Ecken A, B, C mit den Punkten D, E, F, in denen die Seiten BO, CA, 
AB von den entsprechenden Ankreisen berührt werden. Für D gelten die Bezie- 
hungen (l)ce+ BD=DC+b=!%(a-+b+ c). Entsprechende Beziehungen be- 
stehen für E und F. Der Nagelsche Punkt ist der Inkreismittelpunkt des zu ABC 
antikomplementären Dreiecks. Ihm sind drei weitere Punkte assoziiert, die mit 
den Ankreismittelpunkten des antikomplementären Dreiecks zusammenfallen. — 
In dem Tetraeder ABCD seien BO=a, DA=a', 0A=b, DB=b,AB=c, 
DC = c';A, B, C, Ddie Inhalte der Dreiecke BCD, CODA, DAB, ABC; h.: hr, he: ha 
die Höhen von A, B, €, D; r der Inkugelradius; V der Rauminhalt. Analog zu den 
obigen fürden Punkt im Dreieck ABC geltenden Beziehungen (1) bestimme man 
den Punkt A’ in der Ebene BCD derart, daß (2) D+ BOA’ Sn B+ 0DA 
Baer BAR rALD. ode DI = Br -04% 
—=1(4A+B-+0C+D) ist, wo x, y,z die Entfernungen des Punktes A’ von den 


A+B+C0+D-3D 
Kanten BC, CD, DB sind. Daraus folgt az 2( er =) 
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- 27 (- = ) z rn (In (3) befinden sich in der Arbeit leider drei 
r d 

- / 2 B(v —3r) 

hier richtiggestellte störende Druckfehler). Entsprechend ist c'y = a a; 


b’z;= aan ende . Die Gerade AA’ geht also durch den Punkt .J, mit den baryzentri- 
7, 
schen Koordinaten A(h,—3r), ..., D (h,— 3 r), den Inkreismittelpunkt des zu R 
antikomplementären Tetraeders. In J, schneiden sich die vier Eckenlinien 
AA’, BB', CC’, DD', deren Fußpunkte durch die Gleichungen (3) für A’ und die” 
entsprechenden für B’, 0’, D’ bestimmt sind. Der Punkt J, ist also das Analogon 
des Nagelschen Punktes der Dreiecksgeometrie. Ihm sind sieben weitere Punkte 
assoziiert, die mit den Mittelpunkten der sieben Ankugeln des antikomplementären 
Tetraeders zusammenfallen. Die Punkte A’, B’, C’, D’ sind im allgemeinen nicht ” 
die Berührungspunkte der Ankugeln mit den Flächen von T. Zacharias. 


Thöbault, V.: Four spheres in a tetrahedron. Amer. math. Monthly 54, 483 1 


5 
bis 485 (1947). | 


Man soll vier Kugeln konstruieren, die durch einen Punkt gehen und deren 
jede drei Flächen eines gegebenen Tetraeders derart berührt, daß die 12 Berührungs- ” 
punkte auf einer Kugel liegen. Die Inkugel (J,r) des Tetraeders ABC D berühre 
die Flächen BCD, CDA, DAB, ABC in 4', B',C', D’. Eine konzentrische Kugel 
(J, 0) mit oe >r schneidet dieselben Flächen in Kreisen, die die Strahlen (4’B,4'0, 
A’D),(B'C,A'D, B'A),... inden Punkten (X, X,X,), (FF. Y.» Ya) (Zu Zu Zu): 
(V., V,, V.) schneiden. Dann bilden die Ebenen Y,Z,V,, X,2,V,,... ein Tetra- 
eder 7, das zu 7’ = A’ B’C’ D’ homothetisch ist. Das Homothetiezentrum des 
Tetraedeıs 7’ und des tangentialen Tetraeders 7) von T, ist ein Punkt Z, der 
zugleich Homothetiezentrum von 7’ und T, ist. Man konstruiere nun 4 den drei- r 
seitigen Ecken (A), (B), (C), (D) einbeschriebene Kugeln derart, daß sie die an- 
liegenden Flächen in (Y,,Z,,V.), (X, 23; V,), -.. berühren. Dann ist Z Potenz- 
punkt dieser 4 Kugeln, also Mittelpunkt ihrer Orthogonalkugel (2). Diese reduziert i 
sich auf einen Punkt, wenn die 4 Kugeln durch Z gehen. Ist umgekehrt L und eine 


Kugel (L) gegeben, so berühren die 4 Kugeln, die (Z) orthogonal schneiden und den 
Ecken (A), (B),... einbeschrieben sind, die anliegenden Flächen in 12 Punkten, 
die auf einer zur Inkugel konzentrischen Kugel liegen. Reduziert sich (L) auf Z, 
so erhält man 4 Kugeln, die durch den Punkt Z gehen, deren Mittelpunkte auf 
AJ, BJ,CJ,DJ zwischen A und J,... liegen, und die den Ecken (A), (B).... 
derart einbeschrieben sind, daß ihre 12 Berührungspunkte auf einer zur Inkugel 
konzentrischen Kugel, der Adamsschen Kugel des Tetraeders, liegen. 
Zacharias (Quedlinburg). 

Juringius, Nils: Beweis eines Tetraedersatzes. Elementa, Stockholm 30, 16—18 
(1947) [Schwedisch]. 

Der Satz lautet: Der Rauminhalt des kleinsten Umellipsoids eines Tetraeders 
ist 27mal größer als der Rauminhalt des größten Inellipsoids. Zacharias. 


Goormaghtigh, R.: The Hervey point of the general n-line. Amer. meth.A 
Monthly 54, 327—831 (1947). 

Die Seiten eines ebenen Vierseits bilden vier Dreiecke. Die Mittelsenkrechten 
der Strecken, die in diesen Dreiecken den Höhenpunkt mit dem Umkreismittelpunkt 
verbinden, schneiden sich in dem Herveypunkt des Vierseits (F. R. J. Hervey, 
Educ. Times 1891, 37. Von S. Kantor schon Bull. sci. math. astron. 1870, 138 
erwähnt). Verf. verallgemeinert diesen Satz auf folgendem Weg für ein beliebiges 
n-Seit: 1. Nach Steiner liegen die Umkreismittelpunkte der vier genannten Drei- 
ecke auf einem Kreis; Verf. nennt ihn den zentrischen Kreis („z. K.“), seinen 
Mittelpunkt den zentrischen Mittelpunkt (,z.M.“) des Vierseits. Die z.M. der 
5 Vierseite aus je 4 Seiten eines Fünfseits liegen auf einem Kreis, dem z. K., dessen 


j 


en 
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Mittelpunkt der z.M. des Fünfseits genannt wird. Allgemein: Die n z.M. der aus 
je n— 1 Seiten eines n-Seits gebildeten (rn — 1)-Seite liegen auf dem z.K. des 
n-Seits, dessen Mittelpunkt der z. M. des n-Seits genannt wird. Das sind bekannte 
Sätze von G.de Longehamps, Nouv. Cortesp. math. 2, 306—312, 340—347 (1887). 
2. Die n z. K. der zu einem n-Seit gehörigen (n — 1)-Seite gehen durch einen Punkt; 
im Fali n = 4 ist es der Brennpunkt der dem Vierseit einbeschriebenen Parabel. 
Verf. nennt ihn deshalb den zentrischen Brennpunkt (,z. B.“) des n-Seits. Der 
z. B. des Vierseits liegt auf dem z. K. 3. Der Höhenpunkt eines Dreiecks kann auch 
definiert werden als Endpunkt der Resultierenden der drei Vektoren vom Umkreis- 
mittelpunkt nach den Ecken. Entsprechend definiert Verf. als Höhenpunkt (,,H.‘“) 
eines n-Seits den Endpunkt der Resultierenden der n Vektoren vom z. M. des n-Seits 
nach den z. M. der n zugehörigen (n— 1)-Seite. Der H. eines Vierseits ist der Hervey- 
punkt. 4. Nach diesen Vorbereitungen beweist Verf. den allgemeinen Satz: Die Ent- 
fernungen des H. eines n-Seits von dem z.M. und dem H, jedes der n zugehörigen 
(nr — 1)- Seite verhalten sich wie der Radius des z. K. des n-Seits zu derVerbindungs- 
strecke des z.M. mit dem z. B. Im Vierseit hat dieses für die zugehörigen (n— 1)- 
Seite konstante Verhältnis den Wert 1, da derz. B. des Vierseits auf dem z.K. liegt. 
Da ferner der H. im Vierseit der Herveypunkt ist, so reduziert sich der allgemeine 
Satz für n = 4 auf den Herveyschen Satz. Der H.des allgemeinen n. Seits entspricht 
also dem Herveypunkt desVierseits und kann der Herveypunkt des n-Seits genannt 
werden. — Für ein einer Parabel umbeschriebenes n-Seit hatte schon J. R. Mussel- 
man (dies. Zbl.1?7, 180) bewiesen, daß sich die Mittelsenkrechten der Strecken, die 
in jedem der n zugehörigen (n-— 1)-Seitedenz. M. mit dem H. verbinden, in einem, 
Punkt schneiden. Zacharias (Quedlinburg). ; 


Goormaghtigh, R.: Orthopolar and isopolar lines in tbe eycelie quadrilateral. 
Amer. math. Monthly 54, 211—214 (1947). 

Nach einem Satz von C. Servais [Mathesis 37, 11 (1923)] liegen die Orthopole 
einer geraden Linie ! bezüglich der vier Dreiecke, die aus je drei Ecken eines Vierecks 
gebildet werden, auf einer geraden Linie L, der Orthopolargerade von I für das 
Viereck. Für diese Orthopolargerade in einem Kreisviereck beweist Verf. zwei 
Sätze: 1. Eine gerade Linie ! und ihre Orthopolargerade L für ein Kreisviereck liegen 
symmetrisch bezüglich der Richtungen der (nach einem bekannten Satz parallelen) 
Winkelhalbierenden der Gegenseitenpaare und Diagonalen des Vierecks. 2. Die 
Orthopolargerade ZL enthält den Endpunkt der durch den Mittelpunkt der gleich- 
seitigen Umhyperbel des Kreisvierecks parallel und gleich dem Lot vom Kreis- 
mittelpunkt auf ! gezogenen Strecke. — Aus diesen Sätzen leitet Verf. Sätze über 
Hüllkurven von Orthopolargeraden (teilweise verallgemeinert) ab, die McBrien 
(Cathol. Univ. Amer. Press, Washington, D. C., 1942) bewiesen hat. — Zum Schluß 
dehnt Verf. seine vorstehenden beiden Sätze auf die Isopolargerade aus. Zacharias. 


Bouvaist, R.: A Feuerbach point theorem. Amer. math. Monthly 54, 481— 482 
1947). 
vn beweist den von V. Thebault 1942 als Aufgabe gestellten Satz: Sind 
D,E,F die Berührungspunkte des Inkreises mit den Seiten BO,04A,AB des 
Dreiecks ABC und A’, B’, C’ die Höhenfußpunkte, so sind die Entfernungen der 
Schnittpunkte (B’0’, EF), (C’A', FD), (A’B’, DE) von der Potenzlinie des In- 
kreises und des Feuerbachschen Kreises den Entfernungen des Feuerbachschen 
Punktes des Inkreises von den Höhenfußpunkten umgekehrt proportional. 

Zacharias (Quedlinburg). 


(ai 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Boyd, P. P. and H. H. Downing: A brief eourse in analytie geometry. D. Van 
Nostrand and Macmillan. 1947. 180 p. 14s. 
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Vries, J. F. de: Etwas über baryzentrische Koordinaten. Nieuw. Tijds 
Wiskunde 35, 217—220 (1947) [Holländisch]. ® 

Elementare Betrachtungen über Dreieckskoordinaten, insbesondere über bary- 
zentrische Koordinaten. Hervorgehoben sei folgende Bemerkung: Zieht man durch | 
einen Punkt P in der Ebene des Koordinatendreiecks A,A,A, zu zwei Seiten des 
Dreiecks, etwa zu A,A, und A,A,, die Parallelen, die die dritte Seite A,A, in B 
und © schneiden, so verhalten sich die Abschnitte A,B, BC, CA, dieser Seite zu- 
einander wie die baryzentrischen Kooidinaten von P. Zacharias (Quedlinburg). n 
-  Bilo, J.: Merkwürdige kubische Kurven in metrisch speziellen homaloiden 
Netzen. Simon Stevin wis. natuurk. Tijdschr. 25, 69—82 (1947) [Holländisch]. 

A. Claeys hat [Wis. natuurk. Tijdschr. 12, 119—142 (1945)] ein Bündel ebener | 
Kubiken untersucht, zu dem u. a. das parabolische Blatt, das Descartessche Blatt ” | 
und die gerade Strophoide gehören. Verf. stellt fest, daß dieses Bündel einen Teil 
eines Netzes von Kubiken bildet, das durch eine birationale Transformation bestimmt 4; 
wird. Diese und einige verwandte Transformationen sind metrische Sonderfälle 4 
allgemeinerer Transformationen, von denen Verf. in seiner Untersuchung ausgeht. — 
Gegeben sei ein Dreieck OX Y mit den Seiten OX=2z,0Y=yXY=z und 
ein von O und X verschiedener Punkt A von x. O sei Träger einer Strahlen- ° 
projektivität Q@ mit von x und y verschiedenen Deckstrahlen !, m; 2 schneidet .i 
in einer Projektivität Q,. Ein beliebiger Punkt P der Ebene wird mitO durch die 
Gerade p verbunden, die z in einem Punkt P, trifft, dem in 2, der Punkt P} ent- 
spricht. PA schneidet y in @, @ P} schneidet OP in P’. Dann sind P, P’ entspre- 
chende Punkte einer birationalen Transformation 7’. Eine verwandte Transformation 
T' wird definiert mit einer Projektivität 2’ im Büschel (0), deren Deckstrahlen 
von x, y, 1, m verschieden sind, und in der ebenso wie in T-!der Geraden O Y-1 die € 
Gerade OY entspricht, während alles andere unverändert bleibt. Eine dritte Trans- 
formation 7’ wird definiert durch 7’ = 71T”. Zu jeder der drei Transformationen 
gehören zwei Kubikennetze: 1. Die Kubiken, in die die Geraden der Ebene trans- 
formiert werden, und 2. die Kubiken, die in die Geraden der Ebene transformiert 
werden. Sodann wird eine metrische Spezialisierung vorgenommen: 2 wird Fern- 
gerade; x y;1,m Halbierende der Winkel (x, y); &’ Rechtwinkelinvolution. Nun 
zeigt sich, daß das eine der beiden Kubikennetze von 7 das Kurvenbündel von 
Ulaeys enthält, in dem das parabolische Blatt x? — a (2? — y?) z = 0), das Descartes- 
sche "Blatt x(2? + 39?) —a(2°— y?)z = 0 und die gerade Strophoide x(2=? + 92) 
— a(2?— y?) z = 0 vorkommen. Das zweite Netz von 7’ enthält u. a. die Rollesche 
Kubik (#°— y’)? (0° + y’)—a y’? 2’ —= 0. Zum ersten Netz von 7" gehört die kubische 
Duplicatrix 2°—a (2? + y2) z— 0; das zweite Netz besteht ausden geraden und schiefen 
Kissoiden. Das erste Netz von 7" enthält die geraden und schiefen Strophoiden. 
Die Transformationen 7, 71,7" gehen durch die komplexe Affinität = z,y =iy, 
z = z in die Transformationen 7", 7’-1, 7"'1 über. In dieser Affinität entsprechen 
sich z. B. das parabolische Blatt und die kubische Duplieatrix. Zum Schluß gibt 
Verf. aus seinen Transformationen folgende Konstruktionen von Tangenten, Asym- 
ptoten usw. an. Zacharias (Quedlinburg). 

Sandham, H. F.: An envelope of the third elass.. Amer. math. Monthly 54, 
482—483 (1947), 

Die Achsen der einem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitte umhüllen eine 
Kurve dritter Klasse. Diese ist die Jacobische Kurve von zwei Paaren von Gegen- 
ecken und dem Paar der Kreispunkte, und sie berührt die Diagonalen des Vierseits 
und die Ferngerade. Ihre beiden reellen Brennpunkte sind die Doppelpunkte der 
komplexen Involution, zu der die Brennpunkte der einbeschriebenen Kegelschnitte 
gehören. Zacharias (Quedlinburg). 

Todd, J. A.: Combinants of a peneil of quadrie surfaces. I., I. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 475—487, 488-490 (1947). | 
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Verf. beschäftigt sich hier mit denjenigen invarianten Bildungen von zwei 
Quadriken S, S’ eines dreidimensionalen Raumes, die nur vom Büschel SS’ und 
nicht von der Wahl von S, 8’ im Büschel selbst abhängen; solche Bi’dungen sind 
' Invarianten des Büschels und nicht des Quadrikenpaares 8,8’. Zunächst gibt er eine 
Methode, welche die Bestimmung der gesuchten invarianten Bildungen auf die Auf- 
zählung der Invarianten und Kovarianten eines geeigneten Formensystems mit ver- 
‚schiedenen Veränderlichenreihen zurückführt. Zweitens wendet er das Verfahren 
‚zur Aufzählung aller Invarianten, Kovariauten und Kontravarianten des Büschels 
‚an. Die Invarianten sind nur zwei und, gleich Null gesetzt, drücken sie aus, daß die 
" vier Kegel des Büschels entweder eine harmonische oder eine äquianharmonische 
"Gruppe im Büschel bilden. Unter den Kovarianten sind einige besonders bemerkens- 
i wert: die eine besteht aus dem gemeinsamen Poltetraeder des Büschels; eine zweite 
ist ein neues Quadrikenbüschel, dessen Definition nicht kurz zu wiederholen ist; 
eine dritte ist eine Fläche 4. Ordnung, Enveloppe aller o02-Quadriken, in bezug 
auf welche die Quadriken des gegebenen Büschels paarweise polar reziprok sind. 
Insgesamt gibt es ein vollständiges System von 20 Kovarianten und ein System 
von 18 Kontravarianten. E.@. Togliatti (Genova). 
Dantzig, D. van: Ebene Axonometrie von Inzidenzkonstruktionen im vierdimen- 
sionalen affinen Raum. Nieuw Tijdschr. Wiskunde 35, 141—150 (1947) [Holländisch]. 
Im dreidimensionalen affinen Raum Z, sei P, die Projektion des Punktes P 
) ‚auf die (z,, &,)-Ebene des schiefwinkligen Koordinatensystems. Dann ist P im Raum 
‚festgelegt, wenn in der Zeichenebene das Achsenkreuz und die Punkte P und P, 
dargestellt werden; PP, ist dabei parallel zur x,-Achse. Im E, verwendet man 
statt P, die Projektion von P auf eine zweidimensionale Ebene des Koordinaten- 
systems, etwa P,, cuf die (x,, &)-Ebene. P und P,, können dann in der Zeichen- 
ebene beliebige Punkte sein. Grundeigenschaften, einfachste Konstruktionen an 
Geraden, Ebenen und Hyperebenen. Bol (Freiburg i. Br.). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Laptev, G. F.: Affine Verbiegung von Mannigfaltigkeiten unter Erhaltung der 
inneren Geometrien. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 529—531 (1947) [Rus- 
sisch ]. 

In der kurzen Note wird das Problem der affinen Verbiegbarkeit einer n-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit in Ry nach Cartanschen Methoden behandelt. Affine Ver- 
biegbarkeit zweier Mannigfaltigkeiten bedeutet lokale Übereinstimmung in entspre- 
chenden Punkten bis zur 2. Ordnung, was sich durch Systeme Pfaffscher Gleichungen 
mit Integrierbarkeitsbedingungen ausdrückt. Ohne Beweis werden 2 Sätze ange- 
führt, von denen der eine besagt, daß für N >} (n? + 3n — 2) zwei dem Ry ange- 
hörenden n-dimensionale Mannigfaltigkeiten stets ineinander verbiegbar sind. 

Burau (Hamburg). 

Tuganov, N. G.: Über Basislinien auf einer Fläche. Doklady Akad. Nauk 

SSSR, II. s. 57, 327—330 (1947) [Russisch]. 
“Als Basislinien (BL) bezeichnet Verf. solche Kurven ( einer Fläche F, längs 
denen die Haupttangenten einer Schar eine feste Ebene # in Punkten einer Ge- 
raden g (©) treffen. Die BL sind also projektiv invariant. Nach Aufstellung ihrer 
Gleichung wird der affine Sonderfall genauer behandelt, in dem E die uneigentliche 
Ebene ist. Eine affininvariante Differentialgleichung dieser BL wird aufgestellt. 
Das Hüllgebilde ihrer Schmiegebenen in einem Flächenpunkt ist ein Kegel dritter 
Klasse, der bei solchen Flächen in ein Ebenenbüschel ausartet, für welche das 
Krümmungsmaß der quadıatischen affinen Grundform verschwindet. Es werden 
noch Spezialfälle behandelt, in denen z. B. eine Schar der affinen BL in parallelen 
Ebenen liegt, ferner Flächen mit einer Schar solcher BL, die für beide Scharen von 
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Asymptotenlinien die Definitionseigenschaft haben, schließlich Flächen mit eineı 
konjugierten Netz von affinen BL. Süss (Freiburg i. Br.). ” 

Tuganov, N. G.: Über Basislinien auf Flächen. Doklady Akad. Nauk SSSE 
II. s. 58, 1911—1914 (1947) [Russisch]. 

Une surface $ est rapportee ä ses asymptotiques w, v; sur $ on considere 
ho), oü A est une fonetion | 
donnde de u, v; on appellera courbes de base affines associees aux courbes I’ des 
courbes y possedant la propri6t& suivante: aux points ol une courbe y rencontre 
successivement les courbes /', les tangentes aux courbes /’ sont paralleles & un seul 
et m&me plan; ces courbes y sont les integrales d’une &quation vo” +a v + bvV?3E 
cv! +d=%0 oü a, b, c, d s’expriment au moyen des fonctions A, B, F, H qui 
s’introduisent dans la theorie affine des surfaces (voir Blaschke, Differential- 
geometrie, t. II. Berlin, 1923) et au moyen de A et de ses derivees des deux premiers 
ordres. On pourra, par choix convenable de }, obtenir que les oo! wäre 
v = const (ou u = const) figurent parmi les 00% courbes y. — Par chaque point 
de S passent ool courbes y: les plans osculateurs en M ä ces courbes enveloppen 
un cöne unicursal de celasse 3 dont les trois plans tangents stationnaires se coupent 
suivant une m&me droite. L’auteur indique divers problemes: parmi les 00° courbes E) 
figurent les oo! courbes d’un reseau conjugue; pour certaines surfaces, on aur& 
m&me oo? reseaux conjugues. Pour certaines surfaces, le cöne de classe 3 peut 
reduire & une droite. Dans certains cas, la droite commune aux trois plans station- 
naires engendre une congruence conjuguee par rapport & la surface. B.Gambier. 


famille de courbes /' definies par l’&quation 


Woude, W. van der: On conformal differential geometry. Theory of plane 
eurves. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 51, 16—24 (1948). 

Die konforme Differentialgeometrie ebener Kurven wird auf eine neue Wei 
begründet. Unter Verwendung tetrazyklischer Normalkoordinaten werden Diffe- 
rentialinvarianten hergeleitet und die Frenetschen Ableitungsgleichungen aufgestellt, 
Schließlich wird ein ausgezeichnetes Koordinatensystem konstruiert. Von der Dar- 
stellung des bekannten Blaschkeschen Lehrbuches (Vorlesungen über Differential- 
geometrie III. Berlin, 1929) unterscheidet sich die des Verf. dadurch, daß hier 
die Kurve nicht als Spezialfall einer einparametrigen Kreisschar betrachtet wird. 
Verf. vergleicht seine Methode auch mit der den gleichen Untersuchungen geltenden 
von J. Haantjes [Proc. Akad. Wet. Amsterdam 44, 814—824 (1941); 45, 
249— 255 (1942); dies. Zbl. 25, 365; 26, 353] und J. Haantjes und C. Smits 
[De differentiaalmeetkunde van Moebius in het platte vlak. Nieuw Arch, 
Wiskunde 21, 34—47 (1943)]. Diese beruhen im wesentlichen in der Verwendung 
Gaußscher Koordinaten und der Benutzung der sog. Schwarzschen Ableitung. 

O. Varga (Debrecen). 

Strubecker, K.: Über die Flächen, deren Asymptotenlinien beider Seharen linearen 

Komplexen angehören. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 136—139 (1947). 


Drach, J.: Sur les lignes d’oseulation quadrique des surfaces (lignes de Darboux). 
C.r. Acad. Sei., Paris 224, 3098312 (1947). 

Die Schnittkurve einer Fläche mit einer Schmieg-F, hat den Berührungspunkt 
als dreifachen Punkt. Für die Darboux-Kurven der Fläche fallen die Tangenten 
der Schnittkurve in dem dreifachen Punkt zusammen. Verf. geht aus von der 
kubischen Differentialform, die für die Schnittkurventangenten einer beliebigen 
Schmieg-F, verschwindet. Für die Darboux-Tangenten wird die Differentialform 
proportional zur dritten Potenz einer Linearform. Diese Forderung führt zu einer 
Differentialgleichung 3. Grades für die Darboux-Tangenten. Zwei integrable Fälle 
der Differentialgleichung (Flächen III. Grades) werden angegeben und die Apolari- 
tät der Darboux-Tangenten zu den Haupttangenten wird bewiesen. W. Haack. 


u . 
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Vineensini, P.: Sur les rotations et les homothöties de l’espace des eongruences 
de droites. C.r. Acad. Sei., Paris 224, 258—259 (1947). 

L’auteur etudie, du point de vue groupal, l’espace (Z) dont les &l&ments sont 
les differentes congruences rectilignes C' de l’espace euclidien. Il introduit deux 
operations. Les rotations R/ et les homotheties H}. Dans RX, C est la congruence 
centre de la rotation, et x l’angle dont on fait tourner chaque rayon d’une congruence 
]' arbitraire autour de l’un des rayons parallöles de C (suivi par continuite) pour 
obtenir la congruence transformee. Dans H}, C est encore la congruence centre de 
P’homothetie, et est le rapport de l’homothetie ordinaire & laquelle on soumet un 
rayon queleonque d’une congruence arbitraire /\ & partir d’un point quelconque 
du rayon parallele de C, pour obtenir le rayon correspondant de la congruence 
transformee. — L’ensemble (G) des rotations R; de (E) forme un groupe. Ce groupe 
admet comme sous-groupe l’ensemble (G,) des rotations isotropes (4 congruence 
centrale (' isotrope), et ses op@rations admettent l’invariant 2d (distance limite sur 
un rayon quelconque de la congruence soumise & la transformation). Il en resulte, 
en particulier, que les rotations isotropes laissent invariante (globalement) la variete 
C', des congruences isotropes et, plus generalement, toutes les vari6t&s de congruences 
equilimites (de m&me distance limite sur les rayons de möme representation 
spherique.) — Les homotheties donnent lieu & des remarques analogues. Elles 
forment un groupe, qui admet pour sous-groupe l’ensemble centre sur la variet& des 
congruences & parametremoyenconstant, variet& qui joue, pour leshomothöties, 
un röle analogue & la variet& isotrope pour les rotations. Cette Note se trouve de- 
velopp€e dans un M&moire de l’Auteur inser& au Bull. Sci. math., II. s. 70, (1946). 

B.@Gambier (Paris). 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Lieber, A. E.: On the immersion of Riemannian spaces of eonstant eurvature in 
one another. ©. r. Acad. Sci. URSS, II. s. 55, 291—293 (1947). 

Mit Hilfe eines früher bewiesenen Lemmas [Veıf., Utenye Zapiski Saratowsk 1 
(14), 105 (1938)] erhält Verf. folgende Ergebnisse: Ein n-dimensionaler Riemannscher 
Raum konstanter negativer Krümmung kann in einen (2n — 1)-dimensionalen 
Riemannschen Raum konstanter positiver Krümmung oder der Krümmung Null, 
aber in keinen derartigen Raum der Dimension < 2n—1 eingebettet werden. 
Ein n-dimensionaler Raum konstanter positiver Krümmung kann in einen (n + 1)- 
dimensionalen Raum konstanter negativer Krümmung oder der Krümmung Null 
eingebettet werden. Ein n-dimensionaler ebener Raum kann in einen (n + 1)-dimen- 
sionalen Raum konstanter negativer Krümmung eingebettet werden; jedoch nur in 
einen (2n — 1)-dimensionalen Raum konstanter positiver Krümmung, nicht aber in 
einen derartigen Raum der Dimension <2n —1. Es handelt sich dabei um die 


Einbettung im Kleinen. W. Rinow (Berlin). 
Trabant, E. A.: The Riemannian geometry of the symmetrie top. Rev. ci., 
Lima 49, 269—281 (1947). 


Bekanntlich gibt die kinetische Energie T—=}a,,(x) & x" eines mechani- 
schen Systems Anlaß zur Einführung einer Riemannschen Metrik mit dem Funda- 
mentaltensor a,, in der Mannigfaltigkeit der Koordinaten «!,..., x*. Verf. unter- 
sucht die Struktur dieser Riemmannschen Mannigfaltigkeit V, für den Fall des 
symmetrischen Kreisels mit den Hauptträgheitsmomenten A, B=(. V, ist dann 
und nur dann ein Einsteinscher Raum, V, hat dann und nur dann konstante Rie- 
mannscHe Krümmung, die kovariante Ableitung des Krümmungstensors der Vz 
verschwindet dann und nur dann, die V, kann dann und nur dann konform auf die 
dreidimensionale Sphäre abgebildet werden, wenn A= B. Die V, mit A = B ist 
ein Spezialfall einer etwas allgemeineren Klasse von Riemannschen Mannigfaltig- 
keiten mit den oben aufgezählten Eigenschaften. Rinow (Berlin). 
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Urban, A.: On the geodesie representation between twodimensional Riemannian 
spaces. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 51, 269—279 (1948). 

Verf. gibt einen Skalar der Dichte fünf an, der projektivinvariant bei bahntreuen 
Transformationen eines zweidimensionalen Riemannschen Raumes ist. Mit Hilfe 
dieses Skalars werden projektivinvariante Übertragungsparameter hergeleitet. So- 
dann werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür angegeben, 
daß ein Raum mit einer solchen Übertragung ein nicht integrabler Riemannscher 
sei. Schließlich wird die Form des Fundamentaltensors für eine solche Übertragung 
im wesentlichen mit Hilfe des obigen Skalars gegeben. 0. Varga (Debrecen). 

Berwald, L.: Über Systeme von gewöhnlichen Differentialgleicehungen zweiter 
Ordnung, deren Integralkurven mit dem System der geraden Linien topologisch 
äquivalent sind. Ann. Math., Princeton, II. s. 48, 193—215 (1947). 

Es werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür angegeben, 


daß sich ein System vonn— 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


d2.k , dz! dı*-1 
ns - e(2,2,..,01, FPEhRkt Fa} (k=1,2,..,n—]) 


zk 
durch eine Koordinatentransformation in das System z — ( transformieren läßt. 


In einer n-dimensionalen z, x Mannigfaltigkeit legt das obige Differentialgleichungs- 
system eine Geometrie der Bahnen (geometry of paths) fest. Die gesuchten Bedin- 
gungen sind dann äquivalent damit, daß diese Mannigfaltigkeit projektiv eben ist. 
Aus den dafür bekannten Bedingungen ergeben sich dann die gesuchten Kriterien. 
Die Fälle n—1 >2 und n = 2, müssen entsprechend dem Unterschied in der 
Charakterisierung der projektiven Ebenheit getrennt behandelt werden. ©. Varga. 

Berwald, L.: Über Finslersche und Cartansche Geometrie. IV. Projektivkrümmung 
allgemeiner affiner Räume und Finslerscher Räume skalarer Krümmung. Ann. 
Math., Princeton, II. s. 48, 755—781 (1947). 

In der Finslerschen Geometrie werden die Extremalen durch ein solches System 
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt, das gerade der Theorie der 
Bahnen (geometry of paths) zugrunde liegt. Zweck der Abhandlung ist es nun, 
gewisse Unterklassen von Finslerschen Räumen durch Begriffsbildungen aus der 
affinen und projektiven Theorie der Bahnen zu kennzeichnen. So werden die Räume 
skalarer Krümmung als Unterklasse der Finslerschen Räume der Projektivkrüm- 
mung Null gekennzeichnet. Ferner werden die Finslerschen Räume mit nicht posi- 
tiver konstanter Krümmung als projektiv ebene Räume charakterisiert, sie besitzen 
geradlinige Extremalen. Auch die Stellung der Finslerschen Räume konstanter 
Krümmung mit geradlinigen Extremalen findet hier ihre Behandlung. ©. Varga. 

Wang, Hsien-Chung: On Finsler spaces with completely integrable equations of 
Killing. J. London math. Soc. 22, 5—9 (1947). 

Beweis des Satzes: Ein n-dimensionaler Finslerscher Raum, dessen Killingsche 
Gleichungen vollständig integrabel sind, d.h. der eine Bewegungsgruppe mit 
r >4n(n— 1) -+ 1 wesentlichen Parametern zuläßt, ist ein Riemannscher Raum 
konstanter Krümmung. Rinow (Berlin). 

Haimoviei, M.: Sur les espaces d’Einstein ä connexion affine. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 224, 94—96 (1947). 

L’A. prende le mosse da una memoria di Einstein e Bargman [Ann. Math., 
Princeton, 1.5.45, 1—14 (1944) ], eda un successivo lavoro di Einstein (Ibid .), in cui 
viene studiata una certa connessione euclidea, in uno spazio definito per campi di- 
tensori definiti da coppie di punti; per questa connessione, l’equipollenza & definita, 
per due vettori a distanza finita, da una certa trasformazione euclidea fra gli spazi- 
tangenti in quei due punti. L’A. preferisce considerare tali spazi definiti non da 
punti, ma da coppie di punti, ottenendo cosi uno spazio a 2n dimensioni (coordinate 
dei due punti «, 8 di partenza), nel quale si introduce una connessione äffine in- 
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finitesima (diversa da quella di Einstein, che vien detta connessione fonda- 
mentale), mediante assiomi di natura invariante. Lasciando a un futuro lavoro 
gli sviluppi di carattere geometrico, l’A. fa aleune osservazioni relative a spostamenti 
lungo un cielo chiuso, e al caso in cui i punti x e ö possano essere considerati apparte- 
nenti a uno stesso spazio (in un senso precisato dall’A.). Se allora la connessione 
fondamentale & a curvatura nulla, si ha una connessione affine a parallelismo assoluto 
nel senso classico, e la connessione fondamentale coincide con quella infinitesimale. 
Conforto (Roma). 

Debever, R.: Les espaces mötriques & quatre dimensions fond6s sur la notion 
d’aire & deux dimensions. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 887—889 (1947). 

In einer vierdimensionalen analytischen Mannigfaltigkeit V, sei durch eine in 
allen ihren Argumenten analytische Funktion L.(z”, Zr®) ein bivektorielles Maß de- 
finiert. Von L wird vorausgesetzt: 1. L> 0 für Z’® #0, 2. L ist positiv homogen 
vom ersten Grade in den sechs Bivektorkomponenten Z"®, 3. die Matrix !02L/0Zr oz 
hat den Rang 5, 4. L hat für Z’® = 0 ein eigentliches Minimum. Durch ds, — 
L(z’,|dz’dz*|) ist dann in der V, ein Flächenelement gegeben. Verf. betrachtet 
nun die Form C=49,,, ru (,Z) X’? Xu mit 95 14 = 4 02L? | OZr°oZtu. Sie be- 
stimmt für jedes zweidimensionale Berührungselement (z, Z) in dem diesen Element 
zugeordneten vierdimensionalen linearen Raum der Variablen xi eine quadratische 
Familie € = 0 von Bivektoren (Ebenen). Besteht © = 0 für jedes Element (z, Z) 
aus den Tangentialebenen eines Kegels, so läßt sich in der Mannigfaltigkeit aller 
zweidimensionalen Berührungselemente von V, eine lokaleuklidische Metrik defi- 
nieren, die durch L eindeutig bestimmt ist. Rinow (Berlin). 

Debever, R.: Sur une elasse de formes quadratiques exterieurs et la geomeitrie 
fond6e sur la notion d’aire. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 1269—1271 (1947). 

Behandlung der Fragestellungen der vorstehend besprochenen Arbeit mittels 
der Cartanschen Methode der äußeren Differentialformen. Rinow (Berlin). 

Rosenfeld (Rozenfel’d), A.: G&ome6trie differentielle des familles de plans ä plusieurs 
dimensions. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 183—305 u. franz. Zusammen- 
fassung 306—308 (1947) [Russisch]. 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der Differentialgeometrie im euklidischen R,, 
wobei statt des Punktes der R,, zugrunde gelegt ist. Die R,, im R, kann man be- 
kanntlich auf die Punkte einer Grassrmannschen Mannigfaltigkeit G,,., abbilden. 
Auf dieser @,,., läßt sich ein affiner Zusammenhang in der Sprache Cartans erklären, 
bei dem als geodätische Linien die Bilder gewisser Mengen von ool R,, auftreten, 
die die Geraden einer Schraubenregelfläche verallgemeinern und kurz m-Helikoiden 
genannt werden. Es wird gezeigt, wie sich zwei R,, durch eine solche m-Helikoide 
verbinden lassen und wie man die durch einen gegebenen R,, laufenden m-Helikoiden 
beschreibt, die lokal den Richtungen durch einen Punkt der @,,;, entsprechen. 
Dann werden Systeme von R, im X, betrachtet, die von beliebig vielen Parametern 
abhängen, insbesondere die sog. Kongruenzen, die von n—m Parametern abhängen. 
Es wird das vollständige System von Tensoren aufgestellt, wodurch eine derartige 
R,„-Kongruenz euklidisch invariart beschrieben wird. Die Ergebnisse sind zum 
großen Teil weitgehende Verallgemeinerungen von Tatsachen, die seit langem aus 
der differentiellen Liniengeometrie des R, bekannt sind. Dies wird im Schlußkapitel 
noch besönders gezeigt, worin die Ergebnisse auf den Fall der isotropen Kongruenzen, 
Normalenkongruenzen sowie Geradenkongruenzen des elliptischen dreidimensionalen 
Raumes angewandt werden. Die Geraden des elliptischen Raumes werden dabei 
als Ebenen durch einen festen Punkt des R, aufgefaßt. Burau (Hamburg). 

Wagner (Vagner), V.: Geometry of the n-dimensional space with the m- 
dimensional metrie and its applications to the ealeulus of variations. Mat. Sbornik, 
II. s. 20, 3—25 u. engl. Zusammenfassung 25—26 (1947) [Russisch]. 

Verf. betrachtet einen n-dimensionalen affinen Raum E,, in dem eine eukli- 
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dische Metrik für einen darin liegenden Teil-E,, und gleichzeitig alle dazu parallelei 
E,, definiert ist. Diese Metrik hat als Maßgebilde die in den Hyperebenenkoordina- 
ten %, definierte Quadrik N b,, y;y, = 1, worin b,, vom Rang m ist. Es gibt nun 
oom(n—m) HE, durch einen Punkt im E,, die man in bekannter Weise durch Punkte 
einer Grassmannschen Mannigfaltigkeit oder Parameter n},..., 7") beschreiben 
kann. Läßt man nun die b,, von den r, abhängen und die 7, die ganze Grassmann- 
mannigfaltigkeit oder ein Stück davon durchlaufen, wobei die Matrix (b,,) stets 
den Rang m haben soll, so ist jeder oder fast jeder E,, des E, meßbar gemacht. Es 
werden durch Nullsetzen gewisser Tensoren ausdrückbare Bedingungen dafür ange- 
geben, daß eine derartige E,,-Metrik im E,, durch eine euklidische Metrik im gesamten 
E, induziert wird. Dann geht Verf. über zur Betrachtung n-dimensionaler Riemann- 
scher Räume X, die lokal in jedem Punkt eine derartige E,-Metrik besitzen. Es 
sind dies Räume, in denen man m-dimensionale Teilvolumina messen kann, d.h. 
sog. Finslersche Räume, die bereits mehrfach, z. B. durch E. Cartan [Les Espaces 
de Finsler, Paris 1934; dies. Zbl. 8, 418] und Kawaguchi und Hokari [Proc. Imp. 
Acad. Jap. 16, 320—325 (1940); dies. Zbl. 24, 184] untersucht worden sind. Die 
hier gegebene Behandlung unterscheidet sich jedoch durch den skizzierten Ansatz 
wesentlich von der der Vorgänger. Es wird auf dieser Grundlage ein Formelapparat 
von Pfaffschen Formen, Differentiationsprozessen usw. gegeben, und es werden die 
Bedingungen dafür aufgestellt, daß ein solcher X, ein E, ist, d.h. die lokalen 
E-Metriken vom Punkt, an dem sie haften, unabhängig sind. Burau (Hamburg). 
Heinz, €C.: Invariantentheorie im nieht-holonomen Basenfeld. Ber. Math.-Ta- 
gung Tübingen 1946, 78—81 (1947). 
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Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde: u 


Haantjes, J. and J. Seidel: The eongruence order of the elliptie plans. Proc. 
Akad. Wet. Amsterdam 50, 892—894 (1947). 

Es handelt sich um metrische Räume M im folgenden Sinne: Für die Paarep,q 
von Punkten aus M ist eine eindeutige, reelle, nicht negative Funktion (,, Entfernung“) 
f(p, q) erklärt mit folgender Eigenschaft: Aus f(p, q) = 0 folgt p = g; ferner ist 
Id, + far) zZ f(p,r). Zwei (metrische) Räume M, M’ heißen kongruent, 
wenn jeder in den anderen entfernungstreu abbildbar ist. Weiter heißt M ein- 
bettbar in S, wenn M kongruent ist zu einer Teilmenge von $. Schließlich wird R 
als von der Kongruenzordnung k& bezeichnet, wenn jeder Raum M einbettbar 
ist in R, falls jede k-punktige Teilmenge von M kongruent ist mit einer k-punktigen 
Teilmenge von R. — Bekannt ist, daß der n-dimensionale euklidische, hyperbolische 
und sphärische Raum die Kongruenzordnung (n + 3) besitzt. Es wird ein Beweis 
skizziert für den Satz: Die Kongruenzordnung für die elliptische Ebene 7, 
ist gleich 7. — Die ausführlichen Beweise sollen in der Thesis von J. Seidel 
gegeben werden. Haupt (Erlangen). 

Mirguet, J.: Les paratingents sup6rieurs des orthosurfaces. Rev. sci., Paris 85, 
67—72 (1947). 

In dem Aufsatze wird ausgeführt, wie sich spezielle Eigenschaften der Para- 
tingents verschiedener Ordnungen bei Orthoflächen im euklidischen E, auf das 
Kontingent u. a. auswirken. Wenn ($1) das Paratingent (jeder Ordnung) nirgends 
dicht ist (also ohne offene Teile), fallen Kontingent und Paratingent zusammen und 
erfüllen eine Ebene. Ist ($ 2) das Paratingent von höherer als 2. Ordnung nirgends 
dicht, dann liegt das Kontingent auf einem konvexen Kegelmantel, der zur Be- 
grenzung des Paratingents gehört. Enthält schließlich das Paratingent von höherer 
als 2. Ordnung (in einem Flächenpunkt) nur endlich viele Geraden, dann gelangt 
man (unter einigen zusätzlichen Voraussetzungen) zu Verallgemeinerungen von Aus- 
sagen der klassischen Theorie der Haupttangentenrichtungen. (Zu $ 3 vgl. man. 
auch dies. Zbl. 25, 431; 26, 88). Haupt (Erlangen). 
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 Bouligand, G.: Theorie des surfaees et topologie restreinte de second ordre. 
C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1261—1263 (1947). 

Die Begriffe Haupttangentenkurve und Krümmungslinie werden folgendermaßen 
(in einer, gegenüber der Gruppe der „topologie restreinte de second ordre“ invarianten 
) Form) verallgemeinert: Es sei z=u, y=v, z= w(u, v) bzw. 2=2*(x,y) eine 
Fläche im E,. Dem Punkt (u, v, ö) werde zugeordnet: Erstens eine Fläche 
z= üÜ(x, y; u, v) derart, daß f(x, y; u v) = ülr,y; u,v)—2*(z, Y), fa I, Ül, % 
gegen Null gehen mit 2—u, y—v; zweitens ein Kegel ®(x, y, 2; u, v)= 
2 A; m (%, Y, 2; u, v0) (2 — u)! (y— v)* (2 — w (u, v))” = 0 (zu summieren über alle 
i, k,m mit i+ k+m = konst.) mit stetigen a,,„„;setztman 2 =u,y=v,2=w(u, v) 
in den @,.„, so soll der Kegel nicht degeneriert sein. 

Man setze nun an die Stelle der Tangentialebenen der klassischen Theorie die Flä- 
chen z = w und an die Stelle der Tangentialkugeln die Flächen z= u (x, y; u, v) + 
A® (x, y,z; u, v), wobei A ein Parameter ist. An Stelle der Geraden der klassischen 
Theorie treten dann die Schnitte je zweier der Flächen z = ® (Pseudogeraden bzw. 
(im Limes) Pseudotangenten). Setzt man x (du, dv; du, dv) = (w— z*)z, dudu + 
(W — 2*)z, (dudv + Öudv) + (©— z*),, dvöu und w(du, dv; öu, dv) = ©, dudu 
+ Di, (du&v + Eudv) + ©'),dvöv, so gilt: Durch x (du, dv; Su, dv) = 0 werden auf 
z = 2*(x, y) solche Kurven geliefert, von welchen die zugehörigen z = ® oskuliert 
werden und deren Pseudotangenten z=2* (x, y) oskulieren. Das den Involutionen 
% = Q und » = Ü) gemeinsame Paar (du, dv), (du, dv) liefert die entsprechende Ver- 
allgemeinerung der Krümmungslinien der klassischen Theorie. Haupt (Erlangen). 

Bouligand, G.: Sur la topologie restreinte du second ordre. Rev. sci., Paris 85, 
282—285 (1947). 

Ausführungen zu der schon besprochenen Voranzeige (s. vorsteh. Referat). Am 
' Schlusse werden anschließende Fragestellungen erwähnt. Haupt (Erlangen). 


Kahane, J. P.: Sur les proprietes des asymptotiques generalisees. Rev. Sci., 
Paris 85, 286 (1947). 

Ist eine 3-parametrige Schar von Flächen // (Pseudo-Ebenen) und ihre Schnitt- 
kurven A gegeben, so lassen sich auf einer Fläche $ „verallgemeinerte Asymptoten- 
linien“ definieren 1. als diejenigen Kurven A, deren berührende A-Kurven $ in 
2. Ordnung berühren, 2. als diejenigen Kurven A’, die in jedem Punkte von der 8 
berührenden //-Fläche in 2. Ordnung berührt werden. Beide Definitionen sind iden- 
tisch, wenn die Schar der Kurven A nur von 4 (statt 6) Parametern abhängt. An- 
schließende Bemerkungen. Vgl. auch die vorangehende Arbeit von Bouligand 
(vorst. Referat). Gericke (Freiburg i. Br.). 


Ehresmann, C.: Sur les seetions d’un ehamp d’elöments de eontact dans une 
variet6 differentiable. C. r. Acad. Sci., Paris 224, 444—445 (1947). 

© sei ein Feld von (n — p)-Richtungen in einer n-dimensionalen differenzier- 
baren Mannigfaltigkeit V,. Eine Einbettung einer p-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit V, in die V, durch eine singularitätenfreie differenzierbare Abbildung / der V, 
in V, nennt Verf. einen Schnitt von®, wenn für jeden Punkt xEV,, der Tangential- 
raum der Einbettung von V, im Punkte f(x) mit dem die (n — p)-Richtung von ® 
in f(x) repräsentierenden Tangentialraum nur den einzigen Punkt f(x) gemeinsam 
hat. Mit Hilfe der Theorie der charakteristischen Klassen von Stiefel-Whitney 
(H. Whitney, Lectures in topology. Ann. Arbor, 1941) beweist Verf. folgenden Satz: 
Ist V, kompakt und orientierbar und hat das Bild des p-dimensionalen Basiszyklus 
der V, ejn ganzes Vielfaches homolog 0 in V,„, so ist die Eulersche Charakteristik 
der V, gleich 0. Unter gewissen Voraussetzungen gilt dieser Satz auch für nicht- 
orientierbare V,. Es wird ferner eine Bedingung dafür abgeleitet, daß die charak- 
teristischen Klassen von Stiefel-Whitney der V,„ sämtlich verschwinden. 

W. Rinow (Berlin). 
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Knothe, H.: Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Brunn-Minkowskischen 
Theorie. Ber. Math.-Tagung Tübingen 1946, 91—92 (1947). 


Klassische theoretische Physik. 
Elastizität: 


Friedrichs, K. 0.: On the boundary-value problems of the theory of elastieity 
and Korn’s inequality. Ann. Math., Princeton, II.s. 48, 441—471 (1947). . 
In einem elastischen Körper seien für einen Bereich R# Verschiebungen %,, Us, Uy 
als Funktionen der Koordinaten x,, &,, 2, betrachtet. Die Formänderungsenergie 
ist dann (mit dx = dx,, dx,, d,) 


E(u) = [ (a ZeuatrbEs..)dz 
Pr} #, ” 


mit 


ur eo 


EN — A 
271 0% 


Vergleicht man E(w) mit dem Dirichletschen Integral 


Su, \? 
D(u) ze) dz, 
so wird die für die Theorie fundamentale Kornsche Ungleichung D(u) S K, E (u), 
wo K, eine nur vom Gebiet N abhängende Konstante ist, unter allgemeineren Vor- 
aussetzungen als bisher bewiesen. Sie gilt nicht für alle Funktionen u, wohl aber 
in dem ‚ersten Fall“, daß man u = 0 am Rande ® des Bereiches R verlangt, oder 
im „zweiten Fall‘‘“ der Nebenbedingungen: 


Der. Beweis wird für N Dimensionen durchgeführt und genauer die „zulässigen“ 
Bereiche R als „‚Q-Bereiche“ festgelegt (einfach zusammenhängende Bereiche mit 
endlich vielen Ecken und Kanten und sonst stetiger Normale sind als Spezialfälle 


mit erfaßt). — Zur Anwendung der Kornschen Ungleichung auf die Fragen nach 
der Existenz und der Eindeutigkeit der ersten Randwertaufgabe 
(1) Op. +(« +b) $' Eu 

a 0x, a Ox 0x 


erweist sich eine abstrakte Formulierung und Beweisführung in einem geeigneten 
Hilbertschen Raum als zweckmäßig, und zwar in dem vollständigen linearen Raum 
der „idealen“ Funktionen (eine Folge u° = {uf} stetiger Funktionen in R definiert 
eine ideale Funktion u = {ux}, wenn 


f w—wde>0 (6,T>oo). 
R 


Ferner wird die Randbedingung behandelt 
(2) SZ (aut beuukr) = gu auf B, 
7 

wo {£,} der Einheitsvektor der äußeren Normale auf der Randfläche 8 und 
{9} ein gegebener Vektor (Spannungsvektor) ist. Die zugehörige Eigenwert- 
aufgabe, bei der die linke Seite von (1) nicht 0, sondern —Au, ist mit der zu 
(2) gehörigen homogenen Randbedingung (die noch durch eine Integral- 
N(N+1) 


bedingung ersetzt wird), hat 0 als -fachen Eigenwert und sonst noch 


eine Folge von diskreten, positiven, gegen oo gehenden Eigenwerten, die auch 
durch Minimaleigenschaften festlegbar sind. Collatz (Hannover). 
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Weinstein, A.: The center of shear and the center of twist. Quart. appl. Math. 5 
97—99 (1947). 

Verf. nimmt die von Trefftz [Z. angew. Math. Mech. 15, 220—225 (1935)] ab- 
geleiteten Formeln für den Schubmittelpunkt und zeigt, daß man zu den gleichen 
Ausdrücken für den Torsionsmittelpunkt kommt, wenn man diesen dadurch definiert, 
daß das Integral über das Quadrat der Verwölbung in Richtung der Stabachse 
gegen den Querschnitt durch diesen Punkt ein Minimum wird. Die so definierten 
Punkte sind unabhängig von der Poissonschen Konstanten. Willers (Dresden). 

Caton, B.: The Euler column. Amer. math. Monthly 54, 11—16 (1947). 


Die große Knickung eines Stabes mit drehbaren Enden wird mit der Funktion En 
berechnet. Größte Querverschiebung mit d bezeichnet. Ist der Drehwinkel der 


7 N dı/P 1 ; : d2 & 
Enden 5 so ist der Modul k = An Al Die Gleichung £ = en m 5 ve} 


’ 


hat die Wurzel £ = en Durch Lagrangesche Entwicklung folgt 
Pa 1 ja Br Ehre 
3 Zul) a) 
EJ ee akbendk 
P-m 1 tet 1. 


Diese Reihe gilt im Gebiet © = Er worin „= min > max r (5 ve )} - 
I r, o<r,<ı lien, ? 
Wenn die Cauchysche Integralformel auf 


1 ar—1 7 
a B V))., 


angewandt wird, erhält man für den absoluten Test der p.Teilsumme die obere Grenze 
0° 


er 
Sonderfall: 
IP —4 Br ft nl. 


Sehne mit a bezeichnet. Entsprechend 
EJ 3. ,d2 
P-®l1-r 


a2 


er 
Konrad Ludwig (Hannover). 

Sadowsky, M. A. and E. Sternberg: Stress eoncentration around an ellipsoidal 
cavity in an infinite body under arbitrary plane stress perpendieular to the axis of 
revolution of eavity. J. appl. Mech., New York 14, A191—A 201 (1947). 

Für die Spannungsverteilung um eine rotationsellipsoidförmige Höhlung in 
einem unendlich ausgedehnten elastischen Körper, der unter gleichmäßiger Spannung 
senkrecht zur Drehachse steht, wird eine geschlossene Lösung gewonnen durch Über- 
lagerung der Lösungen des ebenen hydrostatischen und des ebenen reinen Scher- 
spannungszustandes. Das allgemeine Gleichungssystem für die Verzerrungen beider 
Zustände wird in elliptischen Koordinaten nach Boussinesq-Neuber durch je 
drei harmonische Grundfunktionen gelöst. Mit Hilfe der Beziehung zwischen Span- 
nungs- und Verzerrungstensor erhält man die Spannungen aus den Ableitungen der 
Verzerrungspotentiale. Pretsch (Göttingen). 

Green, A. E:. A coneentrated force problem of plane strain or plane stress. 
J. appl. Mech., New York 14, A 246 (1947). h 

Die Spannung in einer unendlich ausgedehnten Platte mit einem ellipsenför- 
migen Loch, die an den Enden der kleinen Ellipsenachse durch zwei entgegengesetzt 
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wirkende Einzelkräfte belastet ist, wird im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. 
[Proc. R. Soc. London A 184, 231 (1945)] in geschlossener Form dargestellt. Diese 
LösungistsomitdervonP.S.Symonds[J. appl. Mech., Trans. A.S.M.E.48, 183(1946)] 
angegebenen unendlichen Reihe überlegen, deren Auswertung erheblichen Rechen. | 
aufwand erfordert. Pretsch (Göttingen). 

Arutjunjan, W. Ch.: Über die Verdrehung eines elliptischen Ringsektors. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 11, 543—546 (1947) [Russisch]. 

- Die Spannungsfunktion für die zweidimensionale Torsion eines durch zwei 
ähnliche Ellipsen begrenzten Ringsektors, dessen eine Schnittgerade in Hauptachsen- 
richtung liegt, wird für anisotropes Material bestimmt, das Struktursymmetrie zu 
den Hauptachsen der Ellipse aufweist. Lösung als Fourierentwicklung nach dem i 
Polarwinkel des affinen Kreises. — Für den Kreisringsektor aus isotropem Material 
erscheint der Torsionswiderstand C als unendliche Reihe, deren erstes Glied C, zur 
Berechnung bis auf 4%, genügt. Vergleich mit Experimenten von St. Venant und 
von Linnik zeigt gute Übereinstimmung. C, wird für anisotropen Halbring und 
isotropen, längs einer Hauptachse aufgeschnittenen Vollring angegeben. Vergleich | 
mit einer Formel von Timoshenk o (Theorie der Elastizität. Moskau 1934 [ Russisch]) 
zeigt, daß der Schnitt eine Verminderung von C auf!/., seines Wertesbewirkt. Richter. 

Vasileseo, F.: Sur le flambement des poutres droites ä& seetion eonstante et & I 
moment d’inertie variable. C.r. Acad. Sei., Paris 225, 716—718 (1947). i 

Verf. betont das Fehlen einer allgemeinen Theorie für die im Titel genannten - 
Blechträger. Für eine gerade Funktion J(u) des variablen Trägheitsmomentes kann 
Verf. für die Momentenfunktion eine Integralgleichung angeben, die bei vorausge- 
setzter Längskraft die kritische Last aus der Bedingung verschwindender End- 
momente (und damit Krümmungen) liefert. Verf. stellt die Knickbedingungen ge- 
trennt für gerade und ungerade Verzerrungskurven auf, wobei er im ersten Falle 
für konstantes Trägheitsmoment die Eulersche Knicklast wieder gewinnt. Im Falle 
eines allgemeineren Gesetzes J(u) entscheidet, wie Verf. zum Schlusse mitteilt, die 
ungerade Verzerrungsfunktion. Karas (Walldorf/Hessen). 

Vasilesco, F.: Sur le flambement des poutres droites ä& seetion eonstante et ä 
moment d’inertie variable. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 794—796 (1947). 

Verf. betrachtet die im Titel erwähnten Blechträger mit achsialen Endlasten 
und gleichförmig verteilter konstanter Querlast. Das maximale Biegungsmoment 
G (x) sowie die Gestalt der elastischen Linie gewinnt Verf. wie in der vorsteh. bespro- 
chenen Arbeit sowohl aus der Diff. Gl. mit der auch hier gültigen Randbedg. ver- 
schwindender Endmomente, als auch aus einer bez. Integralgleichung. In Weiter- 
führung dieses Verfahrens werden Blechträger mit allgemeinem Trägheitsmomenten- 
gesetz mittels der symmetrischen Fortsetzung des Trägers über das Lager mit nicht 
verschwindendem Moment und Belastung durch @(x) sowie durch achsiale Endlasten 
untersucht. Die Weiterführung dieser Untersuchung im allgemeinen Falle einer 
Übereinanderlagerung einer geraden und ungeraden Funktion @(x) wird in einer 
weiteren Arbeit in Aussicht gestellt. Karas (Walldorf/Hessen). 

Markoft (Markov), A. A.: Variation prineiples in the theory of plastieity. Priklad. 
Mat. Mech. Moskva 11, 339—350 u. engl. Zusammenfassg. 350 (1947) [Russisch]. 

Ein isotropes plastisches Material genüge den Huber-Misesschen Gleichungen 
(Proportionalität von Fließgeschwindigkeitstensor und Spannungsdeviator, Mises- 
sche Fließbedingung); dann sind bei Vernachlässigung von Trägheits- und äußeren 
Volumkräften die folgenden Randwertaufgaben für einen endlichen Kö per G mit 
der Oberfläche F äquivalent zu Variationsaufgaben: 1. Die Geschwindigkeit » 
auf F ist vorgegeben, 2. die Komponente von v senkrecht zu F und die Tangential- 
spannung auf F sind vorgegeben, 3. die Spannung p auf F ist vorgegeben. Die Va- 
riationsaufgabe besteht darin, ein aus v in @ und p auf F gebildetes Funktional ® 
zum Minimum zu machen. Unter Voraussetzung der Existenz einer Lösung ist 


a 


173 


dieselbe eindeutig. — Bem. d. Ref.: Der genannte Satz wird physikalisch verständ- 
lich, wenn man durch eine leichte Umformung die konstruierten ® als die Summe 
aus plastischer Leistung in G@ und Leistung der Oberflächenkräfte erkennt. 
Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 

Ilyushin (N’jusin), A. A.: On the theory of plastieity in case of simple loading 
of plastie bodies with strain-hardening. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 293—296 
und engl. Zusammenfassung 296 (1947) [Russisch]. 

Sind D, und D, Spannungs- und Deformationsdeviator, so erscheinen der 
St. Venant-Misessche Ansatz, die Theorie infinitesimaler elasto-plastischer Defor- 
mationen von Prandtl-Reuss und eine neue Theorie von Handelman und 
Prager (vgl. nachst. Referat) als Spezialfälle des allgemeinen Ansatzes L(D,) = 
L'(D,), wo L und L’ lineare Integrodifferentialcperatoren sind, die als Koeffi- 
zienten A, B,... Invarianten von D, und D, sowie Integrodifferentialausdrücke 
dieser Invarianten enthalten. Für einartige Beanspruchung ist speziell A-D, — 
A,:D,. Bei Vernachlässigung von Nachwirkung, Relaxation, Kıiecherscheinungen 
usw. sind dabei A und A, gewöhnliche Invarianten von D, und D,, so daß der Ansatz 
mit dem von Prandtl-Reuss identisch wird. Die größere Genauigkeit einer be- 
stimmten Theorie mit Vernachlässigung der obigen Erscheinungen kann daher nur 
durch Anwendung auf nicht-einartige Beanspruchungen entschieden werden. 

Hans Richter (Haltingen, Kr. Lörrach). 


Handelman, G. H. and W. Prager: Stress -strain relations for incompressible 
plastie materials with strain hardening. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 291—292 
(1947). i 

Für inkompressible plastische Verformung mit Verfestigung wird eine differen- 
tielle Beziehung zwischen Spannungs- und Dehnungszuwachs vorgeschlagen, die für 
Belastungsänderungen gelten soll, wo die Intensität des Spannungsdeviators wächst, 
und die bei Konstanthalten dieser Intensität in die differentielle Form des Hooke- 
schen Gesetzes übergeht, das für Entlastung Verwendung finden soll. Richter. 

Bijlaard, P. P.: On the plastie stability of thin plates and shells. Proc. Akad. 

/et. Amsterdam 50, 765—775 (1947). 

Eine Zylinderschale mit der Dicke h, der Länge ! und dem Radius a wird durch 

den Längsdruck o geknickt. Plastische Dehnung mit e, bezeichnet. Abkürzungen: 


d 
ei, pP =, m=E+{44 3e}tgp, 9 =2E +4vtgp, 9 —=AE + Atgp, 
9a={5—4r+3e}E+{4—4v? + 3e}tgp, A Dr 5 


Wenn die Querverschiebung w von der Längskoordinate x, aber nicht vom Polar- 
winkel © abhängt, folgt 


Em ‚dw dw BE 
Aare ti? u 
Der Ansatz w = w, sinz p T ergibt 
_ EM ‚mp B\B 
4 kr D-Fas% 


Wenn di& Zylinderlänge hinreichend groß ist, stellt sich die Wellenlänge ein, bei 
der der Längsdruck am kleinsten ist 


f a Teer RAD 
lan Yha, o=E 7. 
Hierin ist die elastische Kniekung als Sonderfall e = 0, tg9 = © enthalten. Wenn 
die Verschiebungskomponenten auch vom Polarwinkel abhängen, werden ihre 
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Differentialgleichungen mit dem Ansatz 


x 

Längsverschiebung = u, c08n © 608% P 7 
P . . . z 
Ringverschiebung = »,sinn © sin PT 


w— w,cosn OsinapT integriert. | 
Konrad Ludwig (Hannover). 

Machover, E. V.: Einige Probleme der Theorie der Plastizität anisotroper Mittel. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 209—212 (1947) [Russisch]. 

Es werden die Bedingungen aufgestellt, denen die Konstanten in der Misesschen 
Fließbedingung anisotropen Materials genügen müssen, damit bei beliebiger Gestalt 
des Körpers eine reine Torsion um eine Achse oder eine reine zweidimensionale 
Deformation möglich ist. Ableitung der Gleichungen für zweidimensionales Fließen 
monoklinen Materials und Diskussion der Lösung. Hans Richter (Haltingen). 

Sokolovskij, V. V.: Der plastische Spannungszustand rotierender Scheiben. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 12, 87—94 (1948) [Russisch]. 

MeLachlan, N. W.: Vibrational problems in elliptieal eoordinates. Quart. appl. 
Math. 5, 289—297 (1947). 

Behandlung folgender Eigenschwingungsprobleme: 1. Eine gleichmäßige, homo- 
gene, verlustfreie gespannte Membran in der Gestalt eines elliptischen Rings (d.h. 
von zwei konfokalen Ellipsen begrenzt); 2. Wasser in einem See konstanter Tiefe, 
dessen Oberfläche ein elliptischer Ring ist; 3. eine gleichmäßige homogene, verlust- 
freie elliptische Platte bzw. elliptische Ringplatte. — Die Bedingungen für die 
Eigenfrequenzen werden durch Gleichungen zwischen Mathieuschen Funktionen 
ausgedrückt. Gleichungen für die Knotenlinien werden angegeben. Näherungsaus- 
drücke für die Eigenfrequenzen werden aus asymptotischen Eigenschaften der 
Mathieuschen Funktionen gewonnen. J. Meixner (Aachen). 

Post, E. J.: Reeiprocal properties of elastie waves in anisotropie media. Proc. 
Akad. Wet. Amsterdam 51, 65—72 (1948). 

In einem anisotropen Medium gibt es zwei ausgezeichnete Richtungen, die 
folgendermaßen gekennzeichnet sind: ist die eine Richtung die einer Wellenfort- 
pflanzung, dann ist die andere die der Schwingung und umgekehrt. Diese beiden 
Richtungen nennt Verf. zueinander reziprok. In Verfolgung einer Arbeit von 
B. van Dijl [Physica 3, 317—326 (1936); dies. Zbl. 14, 139] gibt Verf. die analyti- 
schen Bedingungen an, die diese Reziprozität charakterisieren. Die Rechnungen 
werden in invarianter Form unter Benutzung der modernen Tensorrechnung durch- 
geführt. O. Varga (Debrecen). 


Hydrodynamik: 


e Liepmann, Hans W. and Allen E. Puckett: Introduetion to aerodynamies of a 
eompressible Hluid. The Galeit Aeronautical Series. Edited by Theodore v. Kärmän 
and Clark B. Millikan. California Institute of Technology. New York, N. Y.: 
John Wiley & Sons, Ine. 1947, 262 p., 124 illustr. 

Weinstein, Alexander: On axially symmetrie flows. Quart. appl. math. 5, 429 
bis 444 (1948). 

Zur Bestimmung der Potentialströmung einer homogenen, inkompressiblen, rei- 
bungslosen Flüssigkeit um einen parallel zu seiner Symmetrieachse angeströmten 
Rotationskörper bedient man sich in der Regel der Methode der Quellen und Senken, 
wobei letztere bisher im allgemeinen auf der Symmetrieachse gelegen waren. Verf. 
betrachtet nun in dieser Arbeit Quell- und Senkenverteilungen auf Kreislinien, 
Ringen und Scheiben, die bezüglich der Rotationsachse des Körpers symmetrisch 


liegen. Unter Zugrundelegung einer Darstellung des Kreislinienpotentials mittels 


\ 
| 
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Besselscher Funktionen werden für das Geschwindigkeitspotential und die Stokessche 
‚Stromfunktion Integralausdrücke hergeleitet, die insbesondere bei Scheiben, deren 
Quelldichte konstant oder durch geeignete Besselfunktionen charakterisiert ist, 
interessante, bequem berechenbare Beispiele bilden. Man erhält auf diese Weise 
u. a. stumpfnasige Körper, was bei Quellverteilungen auf der Achse nicht zu er- 
reichen ist. — Verf. weist in diesem Zusammenhang auf die Resultate von Beltrami 
hin, der sich ebenfalls schon mit Belegungen auf Kreislinien beschäftigte, dabei aber 
die Vieldeutigkeit der Stromfunktion übersah. Maruhn (Jena). 
Carrier, 6. P.: On the eonformal mapping of airfoils. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
11, 65—67 u. russ. Zusammenfassung 68 (1947). 
Vereinfachte Herleitung bekannter Tatsachen aus der Theorie der Umströmung 
von Profilen und Profilgittern. Brödel (Jena). 
Carafoli, E. et N. Tipel: Sur les earacteristiques aßrodynamiques des ailes reetangu- 
laires en drive et ä axe parabolique. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 1121—1122 (1947). 
Verff. berechnen für den Rechteckflügel mittels einer von Weinig [Schiebende 
und gepfeilte Tragflügel, Luftfahrtforschg. 13, 45 (1937)] angegebenen Formel die 
durch Schieben zusätzlich hervorgerufene Verteilung des induzierten Anstellwinkels 
und daraus nach einer Methode von Carafoli [Theorie des ailes d’envergure finie, 
Analele Academiei Romane, ILI.s.20, mem. 4, 53—59 (1945) ] die Fourierkoeffizienten 
der zusätzlichen Auftriebsverteilung. Mit denselben Formeln wird weiterhin die 
zusätzliche Auftriebsverteilung bestimmt, die (bei symmetrischer Anströmung) durch 
‚die parabolische Pfeilung eines Rechteckflügels entsteht. (Allgemeinere Methoden 
‚zur Berechnung der Auftriebsverteilung schiebender und gepfeilter Tragflügel sind 
vom Ref. entwickelt worden: Der schiebende Tragflügel bei gesunder Strömung, 
Jb. Deutsch. Luftfahrtforschg. 1940, I 145—181; Über die Auftriebsverteilung 
von Pfeilflügeln, Forschungsber. Nr. 1553 der Z.W.B.). J. Weissinger (Hamburg). 
Huetz, J.: Caleul de eouple exerc6 sur un ellipsoide de r&volution en rotation 
dans un milieu visqueux indefini. ©. r. Acad. Sci., Paris 225, 40—42 (1947). 
Es wird das Reibungsmoment eines sich langsam drehenden Rotationsellipsoids 
in zäher Flüssigkeit neu berechnet. Das Ergebnis ist jedoch offensichtlich falsch, 
da zwar der eine Grenzwert für Exzentrizität e — 1 — also das Moment einer Kreis- 
scheibe — richtig wird, im anderen Grenzfall e—0 — also für die Kugel — sich 
‚aber ein unendliches Moment ergibt. Ähnliches trifft übrigens auch zu für M. Bril- 
louin (Lecons sur la viscosite, 1907), dort infolge eines Versehens bei der Auswertung 
‚eines Integrals der alten Rechnung von G. Kirchhoff (Mechanik, 27. Vorlesung, 
1877). Richtig zu Ende geführt sind die Kirchhoffschen Überlegungen z. B. bei 
W. Müller (Einführung in die Theorie der zähen Flüssigkeiten, 1932). Wieghardt. 
Görtler, H.: Einfluß einer schwachen Wandwelligkeit auf den Verlauf der lami- 
‚naren Grenzschiehten. IH. Z. angew. Math. Mech. 28, 13—22 (1948). 
Die allgemeine Rechnung in Teil I (dies. Zbl. 29, 89) wird für den speziellen 
Fall sehr kleiner Werte von o durchgeführt. Weil das Blasius-Profil in Wandnähe 
durch eine Gerade angenähert werden kann, sind f,(y) und g,(y) durch einfache 
Reihenentwicklungen mit Hilfe der geschlossen integrierten Funktion h = fi + 191 
darstellbar. Die Dicke der Störungsgrenzschicht ist proportional 0% klein im Ver- 
‚hältnis zur ungestörten Grenzschichtdicke, und Ablösung tritt auf für Störungs- 
‚amplituden & > 0,168 : 0%. Als Ergebnis einer angekündigten Theorie 2. Ordnung 
wird vorweggenommen, daß der Reibungswiderstand durch Oberflächenwelligkeit in 
demselben Maße abnimmt, wie der Druckwiderstand wächst. Die Abweichung des 
Widerstandes gegenüber der ebenen Platte kann also höchstens von der Größenord- 
nung €? sein. Pretsch (Göttingen). 
Loytsiansky (Lojejanskij), L. 6.: Reeiprocal action of the boundary layer 
on the distribution of pressure over the surface of a body in a flow. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 11, 205—214 u. engl. Zusammenfassg. 214 (1947) [Russisch]. 
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Loitsiansky (Lojejanskij), L. @.: Resistance of a grid of profiles in a flow of a 
viscous incompressible fluid. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 449—458 u. engl. 
Zusammenfassg. 458 (1947) [Russisch]. 

Brun, E. et M. Vasseur: Conveetion fore6e de la chaleur ä la surface d’un corps 
de revolution. C.r. Acad. Sei., Paris 225, 861—863 (1947). 

Die Berechnung der Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung in der lami- 
naren Grenzschicht an einem symmetrisch angeblasenen Rotationskörper wird zu- 
rückgeführt auf die Berechnung einer entsprechenden ebenen Grenzschicht. Die 
dazu nötige Transformation wurde bereits von W. Mangler angegeben [Festschrift 
zum 60. Geburtstag von A. Betz, Göttingen 1945 und C. r. du eongres sur l’&coule- 
ment stationnaire des gaz compressibles, St. Louis (Haut-Rhin), 23.—25. oct. 1946). 

K. Wieghardt (Göttingen). 

Kapitza, P. L.: Theoretieal and empiriecal expressions for heat tr.nsfer in two- 
dimensional turbulent flow. C.r. Acad. Sei. URSS, II. s. 55, 591—597 (1947). 

Für eine ältere empirische Potenzformel für den Wärmeübergang in Rohren 
wird eine einfache Ableitung gegeben, wobei die laminare Unterschicht, der Unter- 
schied im turbulenten Austausch von Wärme und Geselwindigkeit sowie die Tem- 
peraturabhängigkeit der Stoffweıte unberücksichtigt bleiben. Diese drei Faktoren” 
sind aber — zumindest für große Prandtlzahlen — nach H. Reichardt [Die Wärme- 
übertragung in turbulenten Reibungsschichten, Z. arıgew. Math. Mech. 20, 297 bis 
328 (1940)] wesentlich. K. Wieghardt (Göttingen). 

Berezancev, V. @.: Grenzgleichgewicht eines Mittels, das innere Reibungen 
und Adhäsion besitzt, bei axialsymmetrischem Spannungszustand. Priklad. Mat. 
Mech., Moskva 12, 95—100 (1948) [Russisch ]. 

Kiselev, B. M.: Caleulation of one-dimensional gas flows. Priklad. Mat. Mech,., 
Moskva 11, 177—192 u. engl. Zusammenfassg. 192 (1947) [Russisch]. 

Cherry, T. M.: Flow of a eompressible fluid about a eylinder. Proc. R. Soc. 
London (A) 192, 45—79 (1947). 

Die vorliegende Arbeit bringt die strenge Konstruktion einer Familie ebener 
Strömungen einer reibungslosen kompressiblen Flüssigkeit um Zylinder. Es wird 
dabei vorausgesetzt, daß keine Zirkulation vorliegt und daß die Geschwindigkeit 
im Unendlichen unterhalb der Schallgeschwindigkeit gelegen ist. Die mittels der 
Hodographenmethode erhaltene Lösungsfamilie ist durch ein System unendlich 
vieler Konstanten charakterisiert; zu jeder Lösung gehört ein bestimmter um-- 
strömter Zylinder, der bei kleiner Anströmgeschwindigkeit nahezu kreisförmig ist. 
Die Aufgabe, zu einem vorgegebenen Zylinder die Konstanten entsprechend zu 
bestimmen, wird nicht behandelt. — Verf. geht so vor, daß er für die Feldfunktion 2 
in Abhängigkeit von den Geschwindigkeitskomponenten u,» (u + iv= get?) 
mit dem Ansatz Q = (e='n®,, .) q" F(kq?) (k >0 physikalische Konstante, n >0 ganz) 
in die zugehörige Differentialgleichung eingeht und hierdurch F(kg?) als hyper- 
geometrische Funktion erhält. Die wesentliche Schwierigkeit liegt nun darin, daß 
die Lagekoordinaten x, y zweideutige Funktionen von q : e‘® mit dem Verzweigungs- 
punkt q, darstellen. Die erhaltenen Lösungsreihen müssen also in geeigneter Weis 
um q, herum analytisch fortgesetzt werden, was den Kern der Untersuchung bildet. — 
Zum Schluß wird noch eine andere Lösungsmethode kurz skizziert und eine Arbeit 
von Tsien und Kuo [N. A. C. A. Technical Note Nr. 995 (1946)] über den gleichen 
Gegenstand kritisch besprochen. Maruhn (Jena). 

Frankl, F.: Untersuchungen zur Theorie des Flügels von unendlicher Spann- 
weite, der sich mit Schallgeschwindigkeit bewegt. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
Il. s. 57, 661—664 (1947) [Russisch]. 

S. W. Falkoviö hat die Caplyginschen Gleichungen der kompressiblen Aero- 
dynamik in der Form op pop 
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geschrieben [vgl. S. W. Falkoviö, Priklad. Mat. Mech., 10, Heft 4 (1946)]. Redu- 
ziert man auf eine einzige Gleichung, so entsteht 


&y o:y öy a/10 02 be 
-® ee er ingpenatgp ue ge fe 
mt nat ode + ze an RL 


e d % : 
mit 5b (n) = A B. Für symmetrische Profile und den Anstellwinkel Null ist 9 


gerade und y ungerade. == 0 muß singulärer Punkt der gesuchten Lösung 
sein, entsprechend den unendlich fernen Punkten der Strömung. Das Hauptglied % 
des Potentials y, welches den Charakter der Singularität gemäß d = o*(0/o), 
e=)0’+;5n? bestimmt, genügt nach Trieomi der Differentialgleichung 
ab A 
za m 
[vgl. F. Tricomi, Sulle equazioni lineari alle derivate parziali del 2° ordine di tipo 
misto. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V.s. 14, 133—247 (1923); Russische Über- 
setzung 1947]. Von den Möglichkeiten =4+2m (m=0,+1,42,...) 
wählt Verf. aus physikalischen Gründen den Wert <= — 5 und daher 9 = o-*kf(OJo). 
Da / als algebraische Funktion bekannt ist, schreibt sich das Hauptglied des Po- 
tentials in der Form» = 9”*"g (0/0). Zur Bestimmung von % untersucht Verf. die 
Näherungen 
dı=othlOlo), Yo" (Oo), 93 = e'"fs(Ole), 
welche gewissen von F. Trieomi angegebenen linearen, inhomogenen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung genügen. Für f, und f, ergeben sich daraus 
hypergeometrische Differentialgleichungen; diese Funktionen sind durch die For- 
derung, daß %, und %, auf den Charakteristiken 
1=9-3—-N)r=0, u=0+3CN=0 

regulär sein sollen, eindeutig bestimmt. /, kann gemäß /,(1) = 0 normiert werden. 
Als Lösungsfunktion gewinnt Verf. eine mit 2x periodische Funktion von ©, die 
auf Grund des Hauptgliedes und der ersten drei Näherungsfunktionen durch absolut 
und gleichmäßig konvergente Reihen konstruiert wird. Diese Reihenentwicklungen 
lassen sich schließlich auf trigonometrische Reihen zurückführen. M. Pinl. 

Lighthill, M. J.: The hodograph transformation in trans-sonie flow. I. Symmetrieal 
channels. III. Flow round a body. Proc. R. Soc. London A 191, 323—341; 352—369 
(1947). 

Verf. untersucht kompressible, stationäre, stetige, ebene Strömungen, die von 
Unterschall- zu Überschallbereichen führen. Um schwierig zu erfüllende Randbe- 
dingungen zu umgehen, beschränkt er sich im ersten Teil auf symmetrische Strö- 


' mungen zur x-Achse, wo die Geschwindigkeiten auf den Stromlinien von Null aus- 
' gehend stetig wachsen. In der Strömungsebene werden zunächst für die Nähe der 


Achse die Linien konstanten Geschwindigkeitsbetrags und konstanter Geschwindig- 


‚ keitsrichtung ermittelt sowie die Verzweigungslinie bestimmt, wo sich diese Kurven- 


systeme berühren. Diese Ergebnisse könnte man der Meyerschen Arbeit über 


‘ Düsenströmungen entnehmen. Den Hauptteil der Arbeit bildet die Untersuchung 
' der Strömung im Hodographen, wo bekanntlich die Strömungsgleichungen linear 
sind. Es werden die Reihenentwicklungen für die mehrdeutige Stromfunktion und 


_ ihre Singülaritäten angegeben und gezeigt, daß die Geschwindigkeitsverteilung auf 


der Symnstrieachse die Strömung bestimmt. Zum Schluß wird eine singuläre Lö- 
sung der Strömungsgleichungen untersucht, die eine ebene stetige Kanalströmung 


_ darstellt, die, von der Ruhe ausgehend, in einen Parallelstrahl der Machschen Zahl 


1,58 mündet. — Im III. Teil wendet sich Verf. der Behandlung von kompressiblen 
Strömungen um parallel angeströmte Profile zu. Man gewinnt Strömungen um an- 
genäherte Konturen, wenn man von der inkompressiblen Strömung um das gegebene 
Profil in der Hodographenebene ausgeht. Dazu läßt sich leicht formal eine Schar 
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von kompressiblen Strömungen im Hodographen angeben, die von einer noch will- 
kürlichen Funktion abhängt, die gewisse Bedingungen zu erfüllen hat. Diese lassen 


siblen Strömung im Hodographen vorliegt. Diese wird man für einfache Profile 


finden können. Für ein beliebiges Profil dürfte sie schwierig zu berechnen sein. Bei 
zirkulationsfreien Strömungen kann man auf diese Weise je nach Wahl der noch _ 
freien Funktion unendlich viele kompressible Strömungen finden, die alle für die 


Machsche Zahl Null der Anströmung in die inkompressible Ausgangsströmung über- 
gehen. Wählt man die willkürliche Funktion als eine gewisse e-Potenz, so erhält 
man im Falle des hypothetischen Gases x = — 1 die Näherung von Kärmän und 
Tsien. Bei zirkulationsbehafteten Strömungen bestimmt sich die willkürliche Funk- 


sich für den Unterschallbereich in einer Integraldarstellung in die Strömungsebene j 


übertragen. Die entsprechende Übertragung für das Überschallgebiet ist möglich, | 
wenn eine geeignete Reihenentwicklung des komplexen Potentials der inkompres- 


| 


tion eindeutig aus der Forderung, daß sich das Profil in der Strömungsebene schließt. 


Die Frage nach dem Auftreten von Grenzlinien in der Strömung bleibt offen. Ein 
numerisch durchgerechnetes Beispiel enthält die Arbeit nicht. Wendt. 
Lighthill, M. J.: The hodograph transformation in trans-sonie flow. II. Auxi- 
liary theorems in the hypergeometrie funetions y„(r). Proc. R. Soc. London A 
191, 341—351 (1947). 
Ferguson, D. F. and M. J. Lighthill: The hodograph transformation in trans- 
sonie flow. IV. Tables. Proc. R. Soc. London A 192, 135—142 (1947). 
Bei der Behandlung der Differentialgleichung für die Stromfunktion y einer 


stationären kompressiblen Strömung im Hodographen entwickelt man y nach 


Caplygin in eine Reihe 
vr,9)= 409 + SA, y„(r)sinn® 
1 
(t, © Geschwindigkeitsbetrag und -richtung, A, Konstanten) mit 


n n 

Y.(?) =" F(a,,b,; n-+ 1?) wi T" FR), A, 7 b, = n-— ‚ Ay b, er 37 
(F,„(t) hypergeom. Funktion, 5 Verhältnis der spezifischen Wärmen). — Im II. Teil 
werden die y, meist für komplexes r untersucht. Es werden die Pole und Residuen, 
die Nullstellen und die asymptotischen Entwicklungen für Unter- und Überschall 
angegeben. — Diese für die praktische Berechnung von Unterschall-Überschall- 
strömungen wichtigen Ergebnisse wurden für reelles n von G. Guderley in einer 
unveröffentlichten Arbeit gefunden, auf die Verf. hinweist. Dort werden auch 
Fehlerabschätzungen mitgeteilt. — Der Teil IV enthält Tabellen für die Funktionen 
F, und y,. Für die Argumente r = 0,00 bis 0,50 im Abstande 0,02 werden F, und 
Y„ (n = 1,2,8,...,15) für j = 1,4 auf 7 Dezimalen nach dem Komma angegeben. 

Wendt (Braunschweig). 

Gurevich (Gurevi@), M. L: On supersonie flow about a triangular wing. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 297—300 u. engl. Zusammenfassg. 300 (1947) 
[Russisch]. 

Karpovich (Karpovit), E. A.: Resistance of a delta wing in a supersonie flow. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 495—496 u. engl. Zusammenfassg. 496 (1947) 
[Russisch ]. 

Hill, R. and D. €. Pack: An investigation, by the method of characteristies, of 
the lateral expansion of the gases behind a detonating slab of explosive. Proc. R. 
Soe. London A 191, 524-—541 (1947). 

Für eine in Luft gleichmäßig detonierende Sprengstoffplatte wird die relativ 
zur (ebenen) Detonationsfront stationäre Gasströmung numerisch nach der Cha- 
rakteristikenmethode berechnet. Das Geschwindigkeitspotential ® dieses zwei- 
dimensionalen Problems gehorcht der DG1. (u2—a?)®,, + 2uv®,, + W—a2)d,,=0, 
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wo a die örtliche Schallgeschwindigkeit, &, v die Geschwindigkeitskomponenten der 
Gasströmung in der x, y-Richtung sind: x von der Mitte der Detonationsfläche 
rückwärts (entgegen der Detonationsrichtung) gemessen, y senkrecht dazu. Für a 
ist die Bernoullische Gleichung maßgebend. Bei x = 0 bewegen sich die Gase mit 
Schallgeschwindigkeit, bei &> 0 schneller. An den Ecken (x = 0, y= + 1) endet 
zwischen dem Gasraum und dem noch ungestörten seitlichen Luftraum ein Keilraum 
verdichteter Luft, nach vorne durch eine Verdichtungsstoßwelle begrenzt; nach 
rückwärts ist an der Luft-Gas-Grenze die Geschwindigkeit unstetig. Im Gasraum 
muß man wegen der Randbedingungen zur Luft hin noch ein sekundäres Gasfeld 
von dem primären unterscheiden. Mit w;, 1, als Lösungen von (u? — a?) u? — 2u v u+ 
+v?—a?—= 0 gelten entlang den beiden (von den Ecken ausgehenden) Charak- 
teristikenscharen dy/dx = u, bzw. u, die Beziehungen du/dv =— u, bzw. —u.. 
Diese DGl. werden durch Differenzengleichungen erster Näherung ersetzt und nume- 
risch integriert. Da jedoch die Ableitungen des Charakteristikenfeldes an der De- 
tonationsfläche nicht endlich bleiben, werden Ausgangswerte für die numerische 
Rechnung in einem kleinen Abstande davon durch analytische Ausdrücke gefunden; 
hierzu dienen Reihenentwicklungen nach Potenzen des Abstandes x, in der Um- 
gebung der Ecken nach Potenzen der Polarkoordinaten. In der Nähe der Ecken 
strebt die Lösung gegen die schon bekannte von, Meyer für einen halbunendlichen 
Sprengstoffblock. — Die für ein. bestimmtes Zahlenbeispiel berechneten Werte des 
Druckes p und der Längs- und Quergeschwindigkeit u, v werden in Kurvenform 
wiedergegeben. Während p (und ähnlich v) längs der Symmetrieachse im Abstande 
einer Blockdicke (x = 2) auf 10 vH. abgefallen ist, hat es von dort aus seitwärts 
kurz jenseits y = 1 noch einmal ein schwaches Maximum. Bis zu einer Entfernung 
gleich dem 6-fachen der Blockdicke zeigt die Rechnung Geradlinykeit der Stoßwelle, 
soweit ist mithin die Strömung wirbelfrei. Bödewadt (Göttingen). 

Kalinin, N. K. and P. Ja. Polubarinova-Kochina (Polubarinova-Kodina): On 
unsteady motion of ground water with a free surface. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
11, 231—236 u. engl. Zusammenfassg. 236 (1947) [Russisch]. 

Kabalinskij, N. N.: Zur Frage der Berechnung des Profils von Wellen, die bei 
der Bewegung eines Schiffes entstehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 58, 
1301—1304 (1947) [Russisch]. 

"Stoker, J. J.: Surface waves in water of variable depth. Quart. appl. Math. 5, 
1—54 (1947). 

Bei kleinen Oberflächenamplituden und -geschwindigkeiten wird die Berech- 
nung wirbelfreier Schwerewellen durch Linearisierung der Randbedingung wesent- 
lich erleichtert; und oft wird diese strenge lineare Theorie durch die Annahms ge- 
ringer Wassertiefe (Wasserschalentheorie) noch weiter vereinfacht. Verf. sucht hier 
fortschreitende Wellen über gleichförmig abfallendem Boden mit Neigungswinkeln 
2r/2n (n ganz). Nach einer zusammen mit H. Lewy [Waves on sloping beaches, 
Bull. Amer. math. Soc. 52, 737—775 (1946)] ausgearbeiteten Methode kann man 
dann bei der zweidimensionalen Aufgabe parallel zur Küste anlaufender Wellen für 
das komplexe Geschwindigkeitspotential aus den Randbedingungen durch Spiege- 
lung des Grundbereichs eine DGl. n-ter Ordnung gewinnen — also 15. Ordnung bei 
einem Gefälle von 6°. Die Lösung besteht aus Integralen der Form expbz [ dt/(texpt), 
wo der Integrationsweg auf der reellen Achse von + oo herkommend den Ursprung 
auf eirmem Kreisbogen oben umgeht und dann ebenso geradlinig dem Punkt bz in 
der linken Halbebene zustrebt (die b von n abhängig). Zwei Arten stehender Wellen 
überlagern sich zu fortschreitenden Wellen: bei der einen Art ist das Potential an 
der Küste (z= 0) endlich, bei der anderen logarithmisch unendlich. Amplitude, 
Wellenlänge und Phase im Unendlichen bestimmen die Lösung eindeutig. Die für 
n = 1, 2,15 ausgeführten Zahlenrechnungen zeigen alle kaum eine Anderung der 
Amplitude bis auf eine oder zwei Wellenlängen ans Ufer heran (sie nimmt um bis: 
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10v.H.ab!), erst dann steigt sie an. Die Schalentheorie liefert vergleichsweise 
uferwärts zu große, seewärts zu geringe Amplituden; sie ist nur anwendbar, solange 
die Änderungen der Wassertiefe klein gegen die Wellenlänge bleiben. Die Phasen- 
geschwindigkeit der Wasserwellen wird statt durch c®—=gh besser durch 
= Ag/2r : Tg 2 h/A gegeben (A = Wellenlänge in 0). — Zum Schluß wird auch 
die dreidimensionale Aufgabe schräg zur Küste anlaufender Wellen nach der ent- 
sprechenden Methode behandelt. Bödewadt (Göttingen). 


Thermodynamik: 


Panov, D. Ja.: Über die Stabilität einer bimetallischen Sehale bei Erwärmung. 
(Zur Theorie. des Wärmeschalters). Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 603—610 
(1947) [Russisch]. 

Verschaffelt, J. E.: Über Terminologie und Symbole in der Wärmelehre. Simon 

Stevin wis. natuurk. Tijdschr. 25, 22—32 (1947) [Holländisch]. 

| Vernotte, P.: Extension de la methode de Fourier & l’&tude des systömes com- 
plexes dans lesquels certains milieux sont separes par une resistance de passage. 
C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1416—1418 (1947). g 

Die symmetrische Greensche Formel 


m/[copydr= [Agrad p grad ydr + [hpydf, 
in welcher c, o, A, h spez. Wärme, Dichte, Leitfähigkeit, den Koeffizienten des 
äußeren Wärmeüberganges, ge”! eine stetige Lösung der Wärmeleitungsgleichung 
und 9 eine beliebige stetige Funktion bedeuten, wird auf den Fall erweitert, daß 
die Trennungsfläche zweier Mittel eine dünne Übergangsschicht mit bestimmtem 
Wärmewiderstand darstellt. Die Temperaturfunktion y ist dann unstetig und der 
Temperatursprung ist durch (yg — y,)/R = A öw/ön gegeben, wobei R den Wärme- 
widerstand bedeutet. Das zur obigen Formel in diesem Falle noch hinzutretende 


Flächenintegral f YA 2 af über die Trennungsfläche f’ liefert den weiteren Beitrag 


[ BR 2 a dr. Man sieht, daß durch diese Verallgemeinerung die Symmetrie der 


Formel in @ und y, aus der alle wesentlichen Schlüsse gezogen werden, erhalten 
bleibt. W.@Glaser (Wien). 

Schaaf, S.A.: On the superposition of a heat souree and contact resistance, 
Quart. appl. Math. 5, 107—111 (1947). 

Due solidi, che occupano, rispettivamente, isemispazi separati dal piano x = 0, 
scorrono l’uno sull’altro, generando, per attrito, su ogni unitä di area della super- 
ficie di contatto e per ogni unitä di tempo la quantitä di calore $ (t) (t indica il 
tempo). L’autore studia la propagazione di quel calore nei due solidi. Dette 
T,, Tg, k,, ko, &, &, rispettivamente le temperature, le conduttivit& termiche, le 
costanti di propagazione dei due solidi, si ha: 

(a) Re i=1,2, 1>0, 8>0. 

A queste equazioni si aggiungono le condizioni iniziali 7, = T,—= 0 pert=0dex>0, 
e le condizioni alla superfieie di contatto x = (0 che, con opportuna schematizza- 
zione, si riconducono alla forma, valida sia in presenza che in assenza di lubrifica- 
zione, e per ogni t>0: 


oT OT. 
(b) 7, — T,— R(C, 8) +4)=—-8R(, 80 + 52) 
dove R, C,, 0, sono eostanti, C, +0, =1. Infine per 200 deve essere 7, =T, 
= 0. — Applieando la trasformazione di Laplace si risolvono le equazioni (a), te- 


nendo conto delle (b) e delle altre condizioni iniziali e all’infinito. I risultati, in un 
caso pratico, sono rappresentati mediante diagrammi. Dario Graffi (Bologna). 
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Dacev, Asen: Über die Abkühlung eines aus zwei homogenen Stäben endlicher 
Länge bestehenden Stabes. Doklady Akad. Nauk SSSR, IT. s. 56, 255—258 (1947) 
[Russisch]. 

Gefragt wird, wenn x und t Ort und Zeit bedeuten, nach den Temperaturen 
u, (X, 2), uz(®, t) auf den beiden Teilen A, (—l,<x<0) und 4,(0 <x<L,) eines 
Leiters der in der Überschrift genannten Art. u, (2,0), u(z, 0); u (—1,, 8), ug (lo, }) 
sind gegeben. «,, u, drücken sich in bekannter Weise durch Formeln aus, derent- 
wegen Verf. auf G. Doetschs „Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma- 
tion“, Berlin 1937 (dies. Zbl. 18, 129), S. 357 verweist. In der Lösung kommt die 
Temperatur x, (0, t) = u,(0, t) = p(t) an der Fugstelle x = 0 vor. Sie bestimmt sich 
dadurch, daß dort die Wärmeflüsse in A, und A, übereinstimmen müssen; dieser 
Ansatz liefert für (ft) eine Integralgleichung mit angebbarer Lösung. — Verf. ver- 
folgt die Grenzübergänge I, — 00, I, > oo — einzeln und vereinigt. — Zum Schlusse 
streift er zwei Abwandlungen der Aufgabe: Bei der ersten ist an beiden (äußeren) 
Rändern die Ausstrahlung, bei der zweiten an einem von ihnen die Temperatur, 
an dem anderen die Ausstrahlung gegeben. Koschmieder (Graz). 


Elektrodynamik: 


e Huxley, L. G. H.: A survey of the prineiples and practice of waveguides. 
Cambridge: University Press 1947. XI, 328p. 21s. 

Pol, Balth. van der: Mathematik und Radioprobleme. Simon Stevin wis. natuurk. 
Tijdschr. 25, 179—198 (1947) [Holländisch]. 

Rawer, K.: Caleul du champ de l’onde d’espace. Rev. sci., Paris 85, 361-362 (1947). 

Die Arbeit behandelt die Ausbreitung kurzer elektromagnetischer Wellen über 
die Erde. Verf. berichtet über eine Berechnung der Feldstärke der Luftwelle. Die 
Berechnung erfolgte mit den Methoden der geometrischen Optik, es wird Ziekzack- 
reflexion zwischen Erde und Ionosphäre angenommen. Das Ergebnis ist für ein-, 
zwei-, dreimalige Reflexion an der Ionosphäre durch Kurven dargestellt. Lassen. 

Banerjee, B. K.: On the propagation of eleetromagnetie waves through the 
atmosphere. Proc. R. Soc. London A 190, 67—81 (1947). 

Die Arbeit betrifft die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in der Ionosphäre 
bei Berücksichtigung des konstanten Magnetfeldes der Erde. Das Problem ist be- 
kanntlich bereits früher von verschiedenen Autoren (Appleton, Hartree, Saha) 
behandelt worden. — Verf. gibt eine allgemeine Darstellung, in welcher die Methoden 
der früheren Arbeiten als besondere Fälle enthalten sind. Wie üblich, werden periodi- 
sche Wellen von der Form e‘?t angenommen, die sich ergebenden Gleichungen 
werden mit Hilfe von Matrizen gelöst. Das Hauptergebnis ist der komplexe Bre- 
chungsindex und der Polarisationszustand in einem homogenen ionisierten Medium 
bei beliebigem Winkel zum äußeren (Erd-)Magnetfeld. — Die Ausbreitung in einem 
inhomogenen Medium (Ionosphäre, die Dichte der elektrisch geladenen Teilchen und 
damit der Brechungsindex ändern sich mit der Höhe) wurde bisher mit den Methoden 
der geometrischen Optik behandelt. Das entsprechende elektrodynamische Problem 
ist noch nicht allgemein gelöst. Die diesbezüglichen Wellengleichungen werden an- 
gegeben, sie sind vom Typus der Riccati-Gleichung. Der allgemeine Fall ist analy- 
tisch picht lösbar. Verschiedene Methoden einer Näherungslösung werden genannt. 

Lassen (Berlin). 

MaäcFarlane, 6. G.: A variational method for determining eigenvalues of the 
wave equation applied to tropospherie refraction. Proc. Cambridge philos. Soc. 43, 
213—129 (1947). 

Für die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in der Atmosphäre gilt eine 
Differentialgleichung der Form 

deu 


Tal k2 [u(h) — co? a]u=0. 
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Dabei ist u. der mit der Höhe h veränderliche Brechungsindex und & ein Winkel, 
der die Rolle eines Eigenwerts spielt. Für den Potenzansatz 
2 arm 
ET: 


m 


(a, d, m Konstante) wird dieses Eigenwertproblem nach der üblichen Variations- 


methode untersucht, wobei als Approximationsfunktionen modifizierte Airysche 


Funktionen benutzt werden. Die numerischen Rechnungen werden für den speziellen 
Wert m = !/, durchgeführt. Ein Vergleich der Ergebnisse mit den Resultaten, die 


man bei diesem Problem mit dem Hartreeschen Differential-Analysator bzw. nach 
der W.-K.-B.-Methode des Phasenintegrals bekommt, zeigt Übereinstimmung inner- 
halb !/, bzw. 20/,. Sauter (Weil/Rh.) 


Epstein, Pau) $.: Radio-wave propagation and eleetromagnetie surface waves. 


Proc. nat. Acad. Sei. USA 33, 195—199 (1947). 

Die bekannte Sommerfeldsche Theorie der Ausbreitung elektromagnetischer 
Welien über die ebene Erde ergab für den Hertzschen Vektor eine Lösung /T/=Q@+P, 
deren Bestandteile als Raumwelle (0) und als Oberflächenwelle (P) gedeutet wurden. 
Die spätere Diskussion (Weyl, Noether) ergab Zweifel an der Existenz der Ober- 
flächenwelle. Die erneute Diskussion ist durch die Anwendung der Sommerfeldschen 
Methode auf die Theorie der Erdbebenwellen veranlaßt. Verf. zeigt durch Behand- 
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lung der Integrationswege in der komplexen Ebene, daß der Bestandteil @ das vom 


Dipol erregte Feld und damit die eigentliche Lösung des Problems darstellt. Der 


zweite Bestandteil ist eine Oberflächenwelle, welche aber mit dem zuerst genannten 
Feld in keinem Zusammenhang steht, und deren Erregung noch besonders geklärt 


werden muß. Lassen (Berlin). 
Svartholm, Nils: Anwendung der Matrizenreehnung in der Theorie der elektrischen 
Vierpole. Elementa, Stockholm 30, 145—157 (1947) [Schwedisch]. 


Der Bericht gibt eine kurze Darstellung von der Anwendung zweireihiger Ma- 


trizen in der Vierpoltheorie, wie sie in der deutschen einschlägigen Literatur, die 
auch zitiert wird, wohlbekannt ist, sowie die Ausführung einzelner Beispiele von 
Schaltungen. W. Schmeidler (Berlin). 


Optik: 

Friedlander, F, @.: Geometrieal opties and Maxwell’s equations. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 43, 284—286 (1947). 

Aus dem Ansatz e-'Ha&u9. N (ik)-".e,(x, y,2) für den elektrischen Vektor 


n=0 
in den Maxwellschen Gleichungen (k = Wellenzahl) werden das Fermatsche Prinzip 
und das Intensitätsgesetz der geometrischen Optik, sowie die Änderung der Polari- 
sationsrichtung längs eines Strahls in einem inhomogenen Medium abgeleitet. 
J. Meisner (Aachen). 
Simon, J.: Contribution & T’6tude des aberrations du 3° ordre d’un systöme 
eenfr6. Rev. Optique theor. instrum,, Paris 26, 121—144 (1947). 
Ausgehend von der Wellenfläche eines Strahlenbündels und der zugehörigen 
Kaustik untersucht der Verf. die Aberrationen dritter Ordnung und ihre gegen- 
seitigen Beziehungen. Er betrachtet zunächst die Kaustik der sphärischen Aber- 


ration, aus der er die geometrischen Eigenschaften des Strahlenbündels (bis zur ' 


dritten Ordnung), die Lage der isoplanatischeit Blende und die Folgen, die eine 
Verlagerung der Blende hat, ableitet. Hierbei werden auch die charakteristischen 
„Bildfehler“ in der Bildebene besprochen. Weiter wird auf die Verhältnisse ein- 
gegangen, wenn der Astigmatismus von Null verschieden ist. Auch hier wird auf die 
Gestalt der kaustischen Flächen näher eingegangen, desgleichen auf die anastigma- 
tischen Pupillen. Entsprechende Untersuchungen folgen für den Komafehler, für 
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den die Änderung der zugehörigen Kaustik mit der Lage der Pupille behandelt 
wird. In einem Anhang wird das Petzval-Theorem, ferner das elliptische Paraboloid 
als Wellenfläche besprochen. Picht (Potsdam-Babelsberg). 

Wolf, E. and W. S. Preddy: On the determination of aspherie profiles. Proc. 
physie. Soc. London 59, 704-711 (1947). 

Die Verff. gehen aus von einer deformierten Wellenfläche und bestimmen den 
Lichtweg auf den zu dieser Wellenfläche gehörenden Strahlen bis zu einer zur System- 
achse senkrechten Ebene als Integralausdruck. Ausgehend von der so erhaltenen 
Gleichung bestimmen sie die Deformation der Vorder- bzw. Rückfläche einer an- 
nähernd planparallelen Platte, die — in den Strahlengang eingeschaltet — die der 
Deformation der Wellenfläche entsprechenden Zonenfehler des Strahlenbündels 
aufheben soll. Anschließend wird der Grenzfall der vorhergehenden Fragestellung 
behandelt, daß sich der Objektpunkt im Unendlichen befindet. Es folgen einige 
Bemerkungen über die Methode der rechnerischen Auswertung der erhaltenen 
Formel sowie eine Anwendung auf die Korrektionsplatte der Schmidtschen Kamera. 
Es wird darauf hingewiesen, daß die früher von B. Strömgen sowie von J. G. 
Baker angegebenen Formeln in den Genauigkeitsgrenzen für astronomische Zwecke 
ausreichend und leichter anwendbar sind als die vom Verf. angegebenen Ausdrücke, 
daß aber die früher angegebenen Ausdrücke für große Öffnungen nicht mehr aus- 
reichend sind. Picht (Potsdam-Babelsberg). 

Temmerman, Fritz: Caleul numerique des rayons obliques. Rev. Optique 
theor. instrum., Paris 26, 423-433 (1947). 

Da die Durchrechnung schiefer Strahlen durch ein optisches System verhältnis- 
mäßig kompliziert ist, leitet der Verf. — ausgehend von der bekannten Youngschen 
Konstruktion — für diese Strahlen neue Formeln ab, indem er von den Gaußschen 
Koordinaten jener Strahlen ausgeht und die Youngsche Konstruktion auf räumliche 
Verhältnisse ausdehnt. Er gelangt so zu Formelausdrücken, die frei sind von tri- 
gonometrischen Funktionen und sich daher besonders gut für Durchrechnungen 
mittels der Rechenmaschine eignen. Sie lassen sich auf jedes optische System aus 
Kugelflächen anwenden, auch auf solche Systeme, deren Flächen nicht zentriert 
sind. In der Arbeit werden — was besonders zu begrüßen ist — zum Schluß die 
nacheinander zu berechnenden Größen zusammengestellt, und zwar mit Hinweis 
auf die einzelnen Formeln, aus denen sie sich rechnerisch ergeben. Eine entspre- 
chende Zusammenstellung folgt für den Sonderfall, daß die Brechung an einer 
ebenen Fläche stattfindet, sowie für den weiteren Sonderfall, daß man es mit einer 
reflektierenden Fläche zu tun hat. Picht (Potsdam-Babelsberg). 


Relativitätstheorie: 


e Einstein, A.: Relativity. The special and general theory. New York: H. Holt 
1930. XIII, 168S. Reprint, New York: P. Smith 1947. 

Clark, 6. L.: The gravitational field of a rotating cohesive system. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 43, 164—177 (1947). 

Eine periodische Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen in infinitesimaler 
Nachbarschaft der galileischen Metrik wird untersucht, die im ganzen Raume gilt 
und stetige erste Ableitungen hat auf der Oberfläche eines (nicht um seine Symmetrie- 
achse) fotierenden Sphäroids in infinitesimaler Nachbarschaft der Kugel. In großer 
Entfernung vom Ursprung hat das Feld die gleiche Gestalt wie das eines rotierenden 
Stabes und kann wie dieses verwendet werden zur Bestimmung der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von Gravitationswellen und des Energieverlustes eines rotierenden 
zusammenhängenden Körpers. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Clark, 6. L.: Note on the velocity of propagation of gravitation. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 43, 178—182 (1947). 

Die Fortpflanzung der Invarianten X = R,,.o £"”°°, wo Rurec der Riemann- 
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tensor ist, wird in dem Felde eines rotierenden verlängerten Sphäroids untersu 
(vgl. das vorangehende Referat), und es wird bewiesen, daß in einer Entfernung 
vom Ursprung das Maximum von K eintritt in dem Augenblick, wo ein d 
stehender Beobachter das Sphäroid auf sich gerichtet sieht. Also pflanzt sich K 
mit Lichtgeschwindigkeit fort. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Papapetrou, A.: A statie solution of the equations of the gravitational field for 
an arbitrary eharge-distribution. Proc. Irish. Acad. A 51, 191—204 (1947). 

$1: Strenge Konstruktion eines Linienelementes für das elektrostatische Feld 
einer beliebigen Anzahl von Punktladungen. $2: Verallgemeinerung für eine be- 
liebige stetige Ladungsverteilung. $$3,4 und Anhang: Energetische Betrach- 
tungen. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Bergmann, Peter 6.: Unified field theory with fifteen field variables. Ann. 
Math., Princeton, II.s. 49, 255—264 (1948). 

Verf. erhielt 1945 ein Bruchstück einer Arbeit von P. Jordan ‚Gravitations- 
theorie mit veränderlicher Gravitationszahl‘“ in Gestalt von Korrekturbogen der 
Physikalischen Zeitschrift, die aber ihr Erscheinen einstellte. Er ergänzt die Arbeit 
und erhält einen Teil der Resultate, die Jordan selbst inzwischen an verschiedenen 
Stellen [Z. Naturforschung %a, 1 (1947) und Ann. Physik, 6. Folge 1, 219—228 
(1947)] veröffentlicht hat und macht einige kritische Bemerkungen. Heckmann. 

Vesean, T.: Note sur une nouvelle solution des @quations de la gravifique rela- 
tiviste et ses consequences cosmologiques. ©. r. Acad. Sei., Paris 225, 278—280 (1947). 

Im Rahmen der Allgem. Rel. Th. wird für ein Weltmodell von zeitabhängiger 
sphärischer Metrik, bei Rücksicht auf einen Materietensor, der neben der Dichte 
einen isotropen Druck enthält, an Stelle einer Zustandsgleichung die Gesamtmasse 
als zeitabhängig explizit angesetzt in der Form 


M“=M+ Met; M,M,q>°. 


[ Verf. macht darüber hinaus eine explizite Annahme über die Zeitabhängigkeit des 
Druckes, die überzählig ist, so daß seine Resultate nicht im Einklang stehen mit der 
Rel. Th. (Anm. d. Ref.)]. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Lichnerowiez, A. et Y. Thiry: Problömes de calgul des variations lies A la dyna- 
mique elassique et ä la theorie unitaire du champ. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 529 
bis 531 (1947). 

Spezielle Fragen der Äquivalenz von Variationsproblemen.  Heckmann. 

Giao, A.: Sur le magneötisme des masses en rotation. €. r. Acad. Sci., Paris 
224, 1813—1815 (1947). 

Verf. hat in früheren Arbeiten eine Feldtheorie der Gravitation und des Elektro- 
magnetismus entwickelt auf Grund der Vorstellung, daß die vierdimensionale Welt 
eine Hyperfläche in einer fünfdimensionalen sei. Er leitet jetzt das kürzlich von 
Blackett aus empirischen Daten erschlossene Gesetz über das magnetische Mo- 
ment rotierender neutraler Massen aus seiner Theorie ab. (Die Ableitung ist dem 
Ref. ohne Kenntnis der vorangegangenen Arbeiten nicht voll verständlich). 

P. Jordan (Hamburg). 


Atomphysik. 

Quantenmechanik: 

Teegan, J. A.: Wave and elassieal mechanies. Math. Gaz., London 31, 258 
bis 260 (1947). 

Yang, €. N.: On quantized space-time. Physic. Rev., Minneapolis, II.s. 72, 
874 (1947). 

Die von Snyder vorgeschlagene Quantelung der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit 
ist zwar lorentzinvariant, aber nicht invariant gegen gewöhnliche Translationen 
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des Raumes. Es wird gezeigt, daß diese Schwierigkeit beseitigt werden kann, sofern 
man die Euklidizität des Raumes aufgibt und z. B. eine de Sittersche Welt einführt. 
— Die mathematischen Grundlagen hierfür (und für die Snydersche Idee überhaupt) 
finden sich übrigens schon in einer vor etwa 15 Jahren erschienenen Arbeit von 
Diraec. P. Jordan (Hamburg). 
er R.: Integrale du premier ordre. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 797—798 
Zu einem Integral erster Ordnung zur klassischen Hamiltonfunktion vom Typus 
H=} = 4,pi + U, wobei die A, und U vorgegebene Funktionen der q, sind, wird 


ein quantenmechanisches Analogon angegeben. Flügge (Marburg). 


Faure, R.: Integrale du premier ordre. Correspondance möcanique elassique— 
mecanique ondulatoire. Röle du champ 6leetromagnötique. C. r. Acad. Sci., Paris 
224, 1209—1210 (1947). 

Der im vorstehenden Referat bewiesene Satz wird auf eine Hamiltonfunktion 
erweitert, welche auch lineare Glieder in den Impulskomponenten enthält. Flügge. 

Faure, Robert: Correspondance me&canique elassique, m6canique ondulatoire: 
integrale du deuxietme ordre independante du temps. C. r. Acad. Sci., Paris 225 
1279—1280 (1947). 

In Anlehnung an eine frühere Arbeit des Verfassers (vgl. das erste der beiden 
vorangeh. Ref.) wird ein Integral zweiter Ordnung behandelt und dessen quanten- 
mechanisches Analogon angegeben. Flügge (Marburg). 

Espagnat, B. d’: Un proced& simple pour l’ötude de eertains problemes d’Evolution, 
avec application au cas d’une particule mobile en l’absence de champ. C.r. Acad. 
Sci., Paris 225, 1058—1059 (1947). 

Entwicklung einiger wellenmechanischer Formeln durch Operatoren-Rechnung. 

P. Jordan (Hamburg). 

Duncanson, W. W. and €. A. Coulson: Eleetron momenta in atoms. Proc. physic. 
Soc. London 60, 175—183 (1948). 

Während die Verteilung der Elektronen eines Atoms im Raume heute meist gut 
bekannt ist, existieren über die Verteilung im Impulsraum nur wenige Angaben. 
Man erhält zunächst die Eigenfunktion im Impulsraum in bekannter Weise durch 
Laplace-Transformation aus der räumlichen Eigenfunktion, wobei im Falle mehrerer 
Elektronen die Symmetrieeigenschaften erhalten bleiben, und kann durch Quadratur 
aus der Transformierten die Anzahl /(p) der Elektronen mit Impulsen zwischen p 
und p + dp berechnen. Ferner wird der Mittelwert 7 = [ pI(p) dpangegeben. Die 
Rechnungen sind für leichte Atome (Z < 20) ausgeführt und die Funktion /(p) in 
Diagrammen dargestellt. Der Mittelwert 9 ist in einer Figur als Funktion von Z 
wiedergegeben. Schließlich werden Compton-Profile nach einer einfachen Formel 
aus /(p) berechnet und ebenfalls in Diagrammen dargestellt. Flügge. 

Fröberg, Carl-Erik: Caleulation of the interaetion between two partieles from the 
asymptotie phase. Physic. Rev., Minneapolis, II. s. 72, 519—520 (1947). 

Problem: Von den Lösungen der radialen Schrödinger-Gleichung 
= + ku— = u=— V(r)u sei die Phase ö(k) der asymptotischen Darstellung 
uwsin (kr— 41m + ö) gegeben. Läßt sich daraus das Potential V (r) ermitteln ? 
Es wird-ein Weg zur Lösung mittels sukzessiver Approximationen angedeutet und 
die erste Näherung ausgerechnet. J. Meixner (Aachen). 

Ramsey, W. H.: On the determination of phase shifts. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 44, 87—95 (1948). 

Der Streuquerschnitt eines kugelsymmetrischen Kraftzentrums für eine ebene 
Welle läßt sich ausdrücken als eine Funktion der Phasenverschiebungen der ein- 
zelnen Partialwellen der Rayleighschen Zerlegung. Es wird eine Näherungsformel 
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zur Berechnung dieser Phasenverschiebungen entwickelt, von der gezeigt wird, daß. 
sie bessere Werte liefert als die gebräuchlichen Näherungen von Born, Pais u. a. | 
Man kann dieselbe Methode auch benützen zur näherungsweisen Bestimmung | 
irgendwelcher Größen, die von der Form der Wellenfunktion in der Nähe des Kraft- | 
| 

\ 


zentrums abhängen. Volz (Erlangen). 

Wintner, Aurel: Stability and speetrum in the wave mechanies of lattices. Physie. 
Rev., Minneapolis, II. s. 72, 81—82 (1947). 4 

Die übliche Definition des Eigenwertes einer Schrödingergleichung als ein 
Energiewert, für den diese Gleichung eine quadratisch integrierbare Lösung besitzt, 
versagt bekanntlich im kontinuierlichen Spektralbereich. Verf. schlägt daher eine 
andere, auch in diesem Fall anwendbare Definition vor, indem er die homogene 
Schrödingergleichung durch Hinzufügen eines quadratisch integrierbaren Stör- 
gliedes zu einer inhomogenen Gleichung erweitert und dann von Eigen- 
werten der ursprünglichen Gleichung spricht, wenn die inhomogene Gleichung 
keine quadratisch integrierbare Lösung besitzt. Wie Verf. angibt, läßt sich am Bei- 
spiel der Bewegung von Teilchen in einem streng periodischen Gitter zeigen, daß 
diese neue Definition mit der alten auf dem Realitätscharakter der Hillschen Ex- 
ponenten beruhenden übereinstimmt. Sauter (Weil/Rh.). 

Coulson, €. A. and H, €. Longuet-Higgins: The eleetronie strueture of conju- 
gated systems. I. General theory. Proc. R. Soc. London (A) 191, 39—60 (1947). 

Eine allgemeine Theorie der Elektronenstruktur der sog. beweglichen Elektronen 
(m. e.) in konjugierten Systemen wird entwickelt unter Zugrundelegung der Methode 
der ‚molecular orbitals‘‘ (m.o.). Als charakteristische Größen gehen ein: Die 
Coulomb-Integrale H,,—= H.. + x, bei den einzelnen Atomen r und die Resonanz- 
integrale f,, zwischen (benachbarten) Atomen r, s. Die Energien &, der m. o. und 
die Koeffizienten c,,;, mit denen sich die zugehörigen Eigenfunktionen linear aus _ 
denjenigen bei den einzelnen Atomen zusammensetzen, bestimmen sich aus einem 
Säkularproblem. Seine Diskussion führt zu allgemeinen Sätzen über die Ab- 
hängigkeit der &, und der zugehörigen c,, von den x,, ß,,. Es wird abgeleitet, wie 
sich in allgemeiner Weise aus dem Säkularproblem für den Grundzustand des 
Moleküls die Ladungszahlen q, der m. e. bei den einzelnen Atomen und die ‚„Bin- 
dungsordnungen‘ »,, zwischen benachbarten Atomen berechnen lassen. Es werden 
ferner Selbst- und gegenseitige Polarisierbarkeiten der Atome und Bindungen ein- 
geführt, welche angeben, wie sich die q, und p,, bei kleinen Änderungen der a,, ß,, 
ändern. Allgemeine Sätze für diese und Ausdrücke zu ihrer Berechnung werden 
abgeleitet. Diese Größen werden mit der chemischen Reaktionsfähigkeit und den 
Kraftkoeffizienten für die Schwingungen der Atome in Zusammenhang gebracht. 

E. Hückel (Marburg/L.). 

Coulson, €. A. and HC. Longuet-Higgins: The eleetronie structure of eonjugated 
systems. II. Unsaturated hydrocarbons and their hetero-derivatives. Proc. R. 
Soc. London (A) 192, 16—32 (1947). 

Die allgemeine Theorie (vgl. vorsteh. Ref.) wird auf einige Kohlenwasserstoffe 
(K.W.) und deren Heteroderivate angewendet. Dabei werden als maßgebend für 
die chemische Reaktionsfähigkeit bei Reaktionen, an denen keine Radikale be- 
teiligt sind, an einem Atom r die vorhandene Ladung g, der m. e. und seine Selbst- 
polarisierbarkeit angesehen. Diese beiden Größen bestimmen zugleich die Ab- 
hängigkeit der Gesamtenergie der m.e. von der Größe x, in erster bzw. zweiter 
Ordnung und werden deshalb als bestimmend für die Aktivierungsenergie der 
Reaktion betrachtet. Dabei soll eine bestimmte Änderung von q, für „elektro- 
positive“ und „elektronegative“ Reagenten in entgegengesetztem Sinne wirken, 
während der Einfluß der Selbstpolarisierbarkeit für beide Arten von Reagenten 
in gleichem Sinne wirkt. — Für K. W. mit gerader Gliedzahl ergibt sich u. a. das 
sog. „Gesetz der alternierenden Polaritäten“. Es besagt, daß eine an einer Stelle 
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angebrachte Störung die ohne diese Störung gleichmäßig verteilte Ladung alter- 
nierend vergrößert bzw. verkleinert. Für offene Ketten ergibt sich ein Abklingen 
dieses Alternierens mit der Entfernung vom Orte der Störung. — Insbesondere 
werden allgemein behandelt „alternierende“ K.W., d.h. solche, in denen keine 
Ringe mit ungerader Gliedzahl enthalten sind. Ferner Heteroderivate und sub- 
stituierte K. W. Für diese sind die gegenseitigen Polarisierbarkeiten von Bedeutung, 
da infolge der Abweichung des Coulomb- und Resonanzintegrals beim Hetero- 
bzw. substituierten Atom von ihren Werten für (unsubstituierte) C-Atome Störungen 
der Ladungsverteilung auftreten. E. Hückel (Marburg/L.). 

Kwal, B.: Sur les &quations d’onde non lindaires de la th6orie quantique de 
P’eleetron. ©. r. Acad. Sci., Paris 224, 1099—1100 (1947). 

Die aus einer beliebigen Lagrangefunktion abgeleiteten Feldgleichungen brau- 
chen nicht linear zu sein. Als Beispiel wird ein spinorielles Feld angegeben, das in 
erster Näherung der Diracschen Theorie des Elektrons entspricht, und ein skalares 
Feld, das in erster Näherung die Schrödingergleichung befolgt. F. Hund (Jena). 

Kwal, B.: Thöorie non lineaire du photon et du m&son. Modification de la loi 
de Yukawa. C.r. Acad. Sci., Paris 224, 1207—1208 (1947). 

Aus einer Lagrangefunktion werden die Gleichungen eines vektoriellen Feldes 
abgeleitet, das in erster Näherung dem Proca-Yukawaschen entspricht. F. Hund. 

Petiau, @.: Sur la reflexion de corpuscules de spin h/?r. C.r. Acad. Sci., 
Paris 224, 187—189 (1947). 

Für Teilchen vom Spin 1 tritt an Stelle des Diracschen Gleichungssystems beim 
Spin 4 ein komplizierteres von 16 Gleichungen. Dies wird gelöst für den Spezialfall 
zweier in der Ebene x = 0 an einander stoßender Halbräume konstanten, aber ver- 
schiedenen Potentials. Eine Diskussion des recht unübersichtlichen Ergebnisses ist 
nicht durchgeführt. Flügge (Marburg). 

Petiau, @.: Sur la reflexion des eorpuscules de spin demi-entier. Rev. sci., 
Paris 85, 135—142 (1947). 

Unter Verwendung der Diracgleichung für Teilchen mit dem Spin !/, und ihrer 
Verallgemeinerung für Teilchen mit höheren halbzahligen Spinwerten untersucht 
Verf. das Verhalten von Wellen, die schräg auf einen (rechteckigen) Potentialsprung 
auftreffen. Es werden die verschiedenen Möglichkeiten diskutiert und im beson- 
deren auch der Fall des Kleinschen Paradoxons, daß der Potentialsprung größer ist 
als die doppelte Ruhenergie des Teilchens. Sauter (Weil/Rh.). 

Brenet, J.: Le problöme de la polarisation des ondes brogliennes assoeiees aux 
&leetrons. Rev. sci., Paris 85, 357—359 (1947). 

Verf. beschäftigt sich mit der schon oft diskutierten Ähnlichkeit zwischen einem 
Elektron nach der Diracschen Theorie und einem Lichtquant. Unter enger Anleh- 
nung an bekannte Ausführungen von L. de Broglie hebt er als Hauptunterschiede 
zwischen diesen beiden Teilchen heraus: 1. Die die Polarisation des Elektrons 
charakterisierenden Größen stehen im allgemeinen nicht senkrecht auf der Fort- 
schreitungsrichtung, im Gegensatz zu den Feldgrößen der Maxwellschen Theorie. 
2. Nach de Broglie kann ein Photon als zusammengesetztes Teilchen aufgefaßt 
werden, während ein Elektron den Charakter eines Elementarteilchens hat und 
außerdem eine Ladung trägt. Sauter (Weil/Rh.). 

Wafson, K.M.: The production of a positron-eleetron pair in the electrostatie 
field of am eleetron. Physic. Rev., Minneapolis, II. s. 72, 1060—1065 (1947). 

Wenn die übliche Paarbildung statt im Felde eines Atomkerns im Felde eines 
Elektrons stattfindet, so kann dieses einen erheblichen Teil der Energie des ein- 
fallenden y-Strahls aufnehmen, es entsteht also insgesamt ein „Lriplett“. Der 
Prozess braucht eine y-Energie von (mindestens) 4m c?. Der Wirkungsquerschnitt 
berechnet sich genau so wie für Paarbildung, es muß jedoch die Antisymmetrie in 
den beiden Elektronen berücksichtigt werden. Bei der Störungsrechnung hat man 


188 1 


wie dort über 2 Zwischenzustände zu gehen: f, P, pP —t Bi, m > PB, P- 
E, Bo, Po > Bo, Po > B; p- (f Lichtquantimpuls, ®,, Pg-- Elektronenimpulse). 
Störungsglieder sind die beiden Ausdrücke V = e/(\1—t,)) und U=e(x, A). | | 
sehr komplizierten Endformeln werden nur angegeben für sehr hohe y-Energie. 
Matrixelemente werden groß, wenn ein oder zwei Teilchen langsam sind. Im 2. F | 
wird jedoch die Dichte der Zustände im Endzustand klein, so daß sich der größte 
Wirkungsquerschnitt ergibt, wenn eines der entstehenden Teilchen langsam n | 
Zum Matrixelement der gewöhnlichen Paarbildung tritt dann nur der Fak | 
(m + &_)/2e_, der Dichtefaktor wird multipliziert mit Pe_((Pe_— ®°Pp.). Die Aus: 
beute beginnt bei h v/m c? — 4, erreicht bei h v/m c* »» 30 den Wert der gewöhnlichen | 
Paarbildung, um schließlich asymptotisch für große hv/mc? gegen das Doppelte 
dieses Wertes zu streben. Dazu tritt die Zahl Z der Elektronen im Atom. Volz. 

Eriksson, H. A. $.: On the stationary energy and spatial distribution of neutrons 
in a medium of infinite size. Ark. Mat. Astron. Fysik B 34, Nr. 2, 8 S. (1947). 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit [Ark. Mat. Astron. Fysik B 33, Nr.5 
(1946)] wird die Integralgleichung für die kombinierte Energie- und Dichteverteilung 
der Neutronen in einem homogenen, unendlich ausgedehnten Moderator behandelt, 
wobei die Streuwahrscheinlichkeit als Energie-unabhängig vorausgesetzt wird. Die 
Lösung wird mittels Fouriertransformation gefunden. Von dieser wird eine asympto- 
tische Formel für kleine Energien in Form eines Integrales angegeben, das für 
Kohlenstoff angenähert ausgewertet wird. Glaser (Wien). 

Waller, I.: On the theory of the diffusion and the slowing down of neutrons. 
I. The diffusion of neutrons of constant energy in an infinite medium. Ark. Mat. 
Astron. Fysik A 34, Nr. 3, 98. (1947). { 

Die Neutronendiffusion unter Berücksichtigung der Winkelabhängigkeit der 
Streuung wird behandelt. Konstante Neutronenenergie und isotropes, homogenes 
und unendlich ausgedehntes Medium werden vorausgesetzt. Eine stationäre Lösung 
für eine sphärisch symmetrische Verteilung der Neutronenquellen wird angegeben. 
Die entsprechende Integro-Differentialgleichung für die Neutronenzahl mit be- 
stimmter Bewegungsrichtung pro Volumeneinheit wird mittels Fouriertransformatio- 
nen gelöst, indem die Fourier-Transformierte der Neutronenzahl durch eine nach 
Kugelfunktionen fortschreitende Reihe dargestellt wird, deren Koeffizienten als 
unendliche Kettenbrüche ausgedrückt werden. Die Bothesche Lösung, für isotrope 
Streuung, ist in der angegebenen als Spezialfall enthalten. Glaser (Wien). 

Waller, I.: On the theory of the diffusion and the slowing down of neutrons. 
II. The energy distribution of neutrons slowed down by elastie impaets. Ark. Mat. 
Astron. Fysik A 34, Nr. 4, 98. (1947). 

Die Berechnungen der Neutronenbremsung durch elastische Zusammenstöße 
mit den Atomen eines ‚Moderators‘ werden auf den Fall ausgedehnt, daß der 
Moderator verschiedene Arten von Atomen enthält und auch Neutronen absorbiert. 
Die entsprechenden Integrodifferentialgleichungen werden mittels Fouriertrans- 
formationen gelöst. Die Lösungen von E. U.Condon und G. Breit, F. Adler, 
P.Langevin und A. Eriesson ergeben sich aus den gefundenen bei Vernach- 
lässigung der Neutronenabsorption und bei Beschränkung auf eine einzige Atomart. 

Glaser (Wien). 

Waller, I.: On the theory of the diffusion and the slowing down of neutrons. 
III. The space energy distribution of neutrons in a moderator. Ark. Mat. Astron. 
Fysik A 34, Nr. 5, 118. (1947). 

Die allgemeine Theorie der kombinierten Energie- und Dichteverteilung .der 
Neutronen in einem Moderator wird entwickelt. Es wird angenommen, daß die 
Neutronen von einer Punktquelle isotrop emittiert werden und der Moderator 
homogen und unendlich ist. Die Anisotropie der Streuung der Neutronen durch die 
Atome des Moderators wird in Betracht gezogen. Eine explizite Lösung der all- 
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gemeinen Ansätze wird für den Fall gegeben, daß die Streuung im Schwerpunkts- 
system von Atom und Neutron isotrop ist und die Absorptions- wie auch Streu- 
wahrscheinlichkeiten unabhängig sind von der Neutronenenergie. Die Lösungs- 
methode mittels Fouriertransformation schließt sich eng an die in Teil I (s. vorst. 
Ref.) verwendete an. Glaser (Wien). 

Hole, N.: Note on the statistieal analysis of eounter data. Ark. Mat. Astron. 
Fysik B 34, Nr. 12, 8S. (1947). 

Bestimmung des besten Wertes für die Zerfallskonstante eines radioaktiven 
Körpers ohne und mit überlagertem, im Mittel konstanten Untergrund, wenn eine 
Zählregistrierung einer Zerfallskurve vorliegt. J. Meixner (Aachen). 

Hole, N.: On the distribution of counts in a eounting apparatus. Ark. Mat. 
Astron. Fysik B33, Nr. 8, 8S. (1947). 

Eine Zählapparatur soll Impulse mit einer bekannten Intervallverteilung 
empfangen. Jeder Impuls, dessen Abstand von seinem Vorgänger <r ist, werde 
nicht gezählt, gleichgültig ob sein Vorgänger selbst gezählt wurde oder nicht. All- 
gemeine Formeln für die Verteilung der gezählten Impulse werden entwickelt und 
für den Fall einer einfachen radioaktiven Quelle ausgewertet. J. Meixner (Aachen). 

Heitler, W. and S. Power: On the origin of the soft eomponent of cosmie radiation. 
Physic. Rev., Minneapolis, II. s. 72, 266—272 (1947). 

Die Arbeit enthält theoretische Betrachtungen zur Entstehung der weichen 
Komponente der kosmischen Strahlung. Primär sollen (in Übereinstimmung mit 
Raketenversuchen) Protonen einfallen, diese in der oberen Atmosphäre Mesonen 
erzeugen, aus diesen durch Zerfall Elektronen, entstehen, welche sich in Kaskaden 
vermehren. Im Anschluß an eine frühere Arbeit [J. Hamilton, W.Heitler, 
H. W. Peng, Physic. Rev., Minneapolis, II.s. 64, 78 (1943)] wird der Wirkungs- 
querschnitt für die Mesonenerzeugung berechnet, dann ein Potenzspektrum für 
die Energie der einfallenden Protonen angenommen und die Gesamtzahl der in 
oberen Atmosphärenschichten vorhandenen Elektronen berechnet. Durch genauere 
Berücksichtigung der freien Weglänge der Primärteilchen kommt das Maximum in 
Übereinstimmung mit den neueren experimentellen Ergebnissen. Es zeigt einen aus- 
geprägten Breiteneffekt. Der im Experiment fehlende Ost-Westeffekt würde an 
sich auf gleich viele + Primärteilchen hinweisen, doch kann sein Fehlen auch 
durch die sehr hohe Winkeldispersion der entstehenden Elektronen erklärt werden. 
Für die sehr großen Kaskaden muß man wohl zusätzlich einen kleinen Prozent- 
satz energiereicher primärer Elektronen annehmen. Volz (Erlangen). 

Tzu, H. Y.: On the radiation emitted by a fast charged partiele in the magnetie 
field. Proc. R. Soc. London A 192, 231—246 (1948). 

Für schnelle Elektronen wird der Strahlungsverlust beim Durchgang durch ein 
Magnetfeld klassisch berechnet. Das Frequenzspektrum des Strahlungsfeldes wird 
bestimmt. Es verteilt sich um den Wert », = 3v,/ca°, worin ö, die Normalbeschleu- 
nigung senkrecht zur Bahn, «® ve Fantjek ist. Der gesamte Energieverlust pro 

iger 
Zeiteinheit ist = = -— 3 = ir wobei das zweite Glied in der Klammer 

& 
die durch den Strahlungsverlust bedingte Tangentialbeschleunigung des Teilchens 
berücksichtigt. Die Strahlung beschränkt sich auf einen engen Kegel um die Be- 
wegungsfichtung. Die Begrenzung der Theorie durch Quanteneffekte sowie durch 
die Veränderlichkeit der Beschleunigungskomponenten wird diskutiert. Für die Be- 
wegung im Erdfeld liefert die Berücksichtigung der Unschärferelation die Bedin- 
gung, daß im Bezugssystem des bewegten Teilchens der (kontrahierte) Erdradius 
noch sehr viel größer sein muß als die Comptonwellenlänge des Teilchens. Damit 
die klassische Theorie anwendbar bleibt, muß die ausgestrahlte Energie sich auf 
viele Quanten verteilen, es muß also die Bewegungsenergie sehr groß sein gegen die 
mittlere Quantenenergie h v,. Für ein Elektron von 6,6 - 1017 eV wird h v, = 10% eV. 
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Durch die Vermittlung dieser Quanten dürfte eine große Zahl von Schauern ent- 
stehen. Die Energie des Primärteilchens wird schon vor dem Eintritt in die Atmo- 
sphäre aufgespalten, man erwartet deshalb eine Verschiebung des Schauermaximums 
nach größeren Höhen. Volz (Erlangen). 


Bau der Materie: 


Wyllie, 6.: The hole theory of diffusion. Proc. physie. Soc. London 59, 694 
bis 699 (1947). 

Es wird ein Metallgitter betrachtet, in dem eine zweite Metallsorte mit kleineren 
und darum beweglicheren Atomen in geringer Konzentration gelöst ist. Zur Er- 
mittlung der Diffusionsgeschwindigkeit dieser gelösten Substanz stellt Verf. zunächst 
die Zustandssumme auf für eine bestimmte Verteilung der Atome der beiden Sorten 
sowie der im Gitter vorhandenen Löcher, und zwar für den Fall, daß einzelne Atome 
aktiviert und dadurch befähigt sind, in ein benachbartes Loch hineinzuspringen. 
Aus der Variation der Zustandssumme bei Änderung des Anregungszustandes erhält 
man dann die wahrscheinlichste Verteilung und daraus die mittlere Teilchenver- 
schiebung im Gitter. Sauter (Weil/Rh.). 

Dean, W. R. and A. H. Wilson: A note on the theory of dislocation in metals. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 43, 205—212 (1947). 

Nach der Theorie von W.L. Bragg findet bei der plastischen Verformung von 
Kristallen das Gleiten längs einer ganzen Gleitebene innerhalb eines Mosaikblocks 
statt. Es erfahren also alle Atome zweier benachbarter Gitterebenen dieselbe 
gegenseitige Verschiebung (dislocation), die erst an den Mosaikgrenzen unterbrochen 
wird. In der vorliegenden Arbeit werden die Braggschen Annahmen mit den Methoden 
der klassischen Elastizitätstheorie quantitativ untersucht. Die Umgebungen der 
Mosaikgrenzen, in welchen die durch die atomistische Struktur der Materie bestimm- 
ten physikalischen Bedingungen nicht genau angegeben werden können, werden 
durch kleine Kreiszylinder an den Enden jeder Gleitebene ausgeschlossen und die 
Randbedingungen längs der Zylinderoberflächen geeignet festgelegt. Mit Hilfe der 
von Jeffrey angegebenen allgemeinen Lösung in Bipolarkoordinaten wird die den 
betrachteten Verhältnissen entsprechende Lösung in geschlossener Form aufgestellt. 
Es wird dann die Verzerrungsenergie der Versetzungen in der Volumeneinheit be- 
rechnet und mit der von Taylor und Quinney gemessenen Energie verglichen. 
Daraus ergibt sich, daß längs der Mosaikgrenzen etwa 10° Versetzungen auf lcm 
kommen. Dieser Wert ist in Übereinstimmung mit dem von Bragg an Hand eines 
zweidimensionalen Modells abgeschätzten Wert. A. Kochendörfer (Stuttgart). 

Temperley, H. N. V.: Time effeets in the magnetie eooling method. U. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 43, 118—122 (1947). 

Kurze Zusammenfassung der gegenwärtigen theoretischen Vorstellungen über 
die Relaxationseffekte bei paramagnetischen Salzen. Im besonderen wird auf die 
Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen neuerer Berechnungen des Verf. mit 
Resultaten hingewiesen, die bei Versuchen in Leyden gefunden wurden. Eine Kritik 
von van Vleck an diesen Rechnungen wird als in der vorliegenden Form nicht 
zutreffend bezeichnet. Sauter Weii/Rh.). 


Astrophysik. 


Gurevi@, L. E. und A. I. Lebedinskij: Peripherische Explosionen in Sternen, 
bedingt durch Kernreaktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II.s. 56, 137—140 
(1947) [Russisch]. 

Die vonden Verff. geäußerte Hypothese (Doklady Akad.Nauk SSSR55,Nr.9,1947), 
daß das Aufleuchten der Novae und Supernovae durch Kernexplosion bedingt sei, wird. 
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genauer untersucht. Die Leuchtkraft Z des Sternes soll sich zusammensetzen aus Lz, 
der L. im zentralen Gebiet Z des Sternes, und Z ,, derL.in einer peripheren Kugel- 
schale 4. — In Z brennt als Grundquelle der Sternenergie eine Kernreaktion bei 
hoher Temp., z. B. der C-N-Zyklus, ab. In A soll irgendeine Kernreaktion bei niedriger 
Temp., z. B. Umwandlung von D oder Li, stattfinden. Während des Entwicklungs- 
prozesses eines Hauptreihensternes ändert sich Zy. Die Änderung von L, bedingt 
Anderung der Produktivität der Energiequellen in A. Es wird die Energiebilanz 
in A betrachtet und gezeigt, daß von einer kritischen Temp. Texpı, an eine Energie- 
stauung in 4 eintritt, die eine peripher. Explosion zur Folge hat. Texpı, wird für 
15 Kernreaktionen (Protonen- und Deuteronen-Einfang von leichten Kernen) be- 
rechnet. Otto Singer (Potsdam). 

Qvist, Bertil: On a spherieally symmetrie mass coneentration in an expanding 
universe. Comment. phys.-math., Soc. Sei. Fennica 13, Nr. 11, 128. (1947). 

Es wird eine strenge, kugelsymmetrische, nichtstatische Lösung der Einsteinschen 
Feldgleichungen gegeben, welche folgender Massenverteilung entspricht: Im Ursprung 
befindet sich eine singuläre Massenkonzentration, die von einer masseleeren Kugel 
vom Radius r, umgeben ist. Außerhalb dieser Kugel ist die Materie homogen ver- 
teilt. Damit die Metrik auf der Kugelfläche stetig ist und stetige 1. Ableitungen 
hat, muß der Druck der Materie außerhalb r, verschwinden. Planetenbahnen um 
den singulären Kern werden von den Massen außerhalb r, nicht gestört. Die gleiche 
Metrik wurde von Einstein und Strauss auf anderem Wege abgeleitet [Rev. modern 
Physics 17, 120—124 (1945); 18, 148—149 (1946)]. Eine ähnliche Metrik stammt 
von McVittie [Monthly Not. astron. Soc., London 93, 325 —339 (1933); dies. 
Zbl.7, 84]. O. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Kustaanheimo, Paul: Some remarks concerning the eonnexion between two 
spherieally symmetrie relativistie metries. Comment. phys.-math., Soc. Sci. Fennica 
13, Nr. 12, 8S. (1947). 

Es wird gezeigt, wie die in der vorhergehenden Arbeit von B. Qvist mitgeteilte 
Metrik und diejenige von McVittie (vgl. das vorhergehende Referat) als Spezial- 
fälle eines Ansatzes erhalten werden können. O. Heckmann. 

Giao, A.: Sur la relation entre le moment magnetique et le moment de rotation 
des masses spheriques. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 924—926 (1947). 

Die Arbeit widmet sich der interessanten Aufgabe, eine theoretische Deutung 
und Begründung des Blackettschen Gesetzes zu geben, nach welchem ein rotie- 
render Weltkörper ein seinem Drehimpuls proportionales magnetisches Moment be- 
sitzt, während der Proportionalitätsfaktor im wesentlichen die Wurzel aus der Gra- 
vitationskonstante ist. Die Referierung wird erschwert durch den Umstand, daß 
der Verf. eine frühere Arbeit von 98 Seiten Umfang als bekannt voraussetzt, welche 
dem Ref. nur aus einem kurzen Referat bekannt und nicht verständlich geworden 
ist. Wesentlich ist die Vorstellung, daß die vierdimensionale Weltmannigfaltigkeit 
in eine fünfdimensionale eingebettet sei — wobei jedoch nicht etwa eine enge Ver- 
wandtschaft mit den sonstigen „fünfdimensionalen“ Theorien besteht, sondern neu- 
artige Wege beschritten werden. Der große Optimismus des Verfassers — der in 
der erwähnten Abhandlung von 98 Seiten annähernd alle grundsätzlichen Probleme 
der Physik zu lösen glaubt — wird sich gewisse Einschränkungen gefallen lassen 
müssen; jedoch sind vielleicht mancherlei brauchbare Anregungen in seinen Über- 
legungen enthalten. Ob die vorliegende Anwendung auf das Blackettsche Gesetz 
dazu gehört, wagt der Ref. nicht zu entscheiden. P. Jordan (Hamburg). 

Mariani, Jean: On magnetism of celestial bodies. Physic. Rev., Minneapolis, 
II.s. 7%, 78—79 (1948). 

Die von Babcock und Blackett für Erde, Sonne und 78 Virginis gefundene 
Proportionalität zwischen mechanischem Drehmoment und magnetischem Moment 
wird theoretisch interpretiert. Aus der relativistischen Bewegungsgleichung einer 
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idealen, mit Raumladungen versehenen Flüssigkeit in einem elektromagnetischen _ 
Feld wird eine Beziehung zwischen Vierergeschwindigkeit und Viererpotential ge- 
wonnen. Setzt man voraus, daß Rotation (einer klassisch neutralen Flüssigkeit) 
stets mit dem Auftreten eines elektro-magnetischen Feldes verbunden ist, dann tritt 
eine Eigenraumladungsdichte o auf, die sich aus der oben genannten Beziehung zu 
= + to, ergibt, wo x die Gravitationskonstante und o, die Eigenmassendichte 
bedeutet. Diese Ladungsdichte erzeugt gerade die beobachteten kosmischen Magnet- 
felder. Neuere Untersuchungen von Babeock über sich umkehrende Felder von 
Sternen lassen die vermutete Gesetzmäßigkeit fragwürdig erscheinen. @. T'hießen. 

Kourganoff, V.: Sur la solution du probleme des atmosphöres modöles oü le 
coeffieient d’absorption est une fonetion queleonque de la frequence. ©. r. Acad. 
Sei., Paris 225, 1124-1126 (1947). 

Es wird ein Verfahren skizziert, das die Gleichungen, die den Aufbau einer 
Sternatmosphäre bestimmen, für einen allgemeinen Fall aufzulösen erlaubt. Die 
Integralgleichung des Energietransportes wird dabei durch Reihenentwicklungen zu- 
gänglich gemacht, deren Koeffizienten nach einer früher behandelten Variations- 
methode durch einfache Integrationen gewonnen werden. Wellmann (Hamburg). 


Kourganoff, V.: Sur la eonstance du flux integre dans atmosphöres stellaires et 
la r6solution de l’&quation de transfert. C.r. Acad. Sci., Paris 225, 491— 493 (1947). 

Eine Maßzahl für die Abweichung des nach einer Annäherungsmethode berech- 
neten Gesamtstrahlungsflusses vom richtigen Wert wird definiert und für einige 
Verfahren numerisch angegeben. Man kann in der Lösung die Bedingung berück- 
sichtigen, daß diese Zahl bei fester funktionaler Form des Flusses ein Minimum 
erreicht. Wellmann (Hamburg-Bergedorf). 

Güssow, K.: Bewegung und Helligkeit streifender Meteore. Astron. Nachr. 275, 
86-93 (1947). 

Zur Klärung der Frage, ob Meteore die Erdatmosphäre streifen und wieder 
verlassen können, werden die Bewegungsgleichungen von Körpern, die in verschie- 
denen Höhen waagerecht einfallen, numerisch integriert. Unter Zugrundelegung 
der von J.Hoppe [Astron. Nachr. 262, 169 (1937)] entwickelten Theorie des 
Leuchtvorganges wird der Geschwindigkeitsverlauf in der als geradlinig zu behan- 
delnden Bahn für Eisen- und Steinmeteore verschiedener Masse abgeleitet, woraus 
sich untere und obere Höhengrenzen für die Möglichkeit bzw. das Sichtbarwerden 
streifender Meteore sowie ihr von der Beobachtung bestätigter Helligkeitsverlauf 
ergeben. Bei gleichmäßiger Richtungsverteilung der Bahnen läßt sich die relative 
Häufigkeit streifender Meteore zu 6 bis 9%, abschätzen. Wempe (Potsdam). 

Jaeger, J. C.: Equivalent path and absorption in an ionospherie region. Proc. 
physie. Soc. London 59, 87—96 (1947). 

Unter Berücksichtigung des allgemeinen Verlaufs der Trägerdichte mit der Höhe 
werden der Dämpfungsfaktor und der äquivalente (scheinbare) Weg elektrischer 
Wellen in der Ionosphäre zahlenmäßig berechnet. Für den Dämpfungsfaktor ergibt 
sich ein Integral von der Form: 


f byre"dyli—byeri*)-t 
mit Integrationsgrenzen, welche 3 besonderen praktischen Fällen angepaßt sind. 
Für den scheinbaren Weg ist das Integral von der Form: 
| Ya byer)-t—1). 

Die Integrale können in eine für numerische Integration geeignete Form gebracht 
werden. Für einzelne Fälle werden Reihenentwicklungen angegeben. Der Fall starker 
Dämpfung (D-Schicht) wird besonders diskutiert. Die Lösung enthält Fresnelsche 
Integrale. Lassen (Berlin). 


